Masterarbeit

Mit dem Thema

Diagnostische Interviews im
Mathematikunterricht der Oberstufe

Interviewstudien am Oberstufen-Kolleg Bielefeld
im Bereich Gleichungen und Termumformungen

Gutachter: Prof. Dr. Rudolf vom Hofe
Dr. Daniel Frohn

Sommersemester 2012
vorgelegt von Henrik Gebauer

Matrikelnummer: xxxxxxx
E-Mail: henrik.gebauer@uni-bielefeld.de



Diagnostische Interviews im Mathematikunterricht der Oberstufe

Inhaltsverzeichnis

BIN@IEUNG ..o

1 Individuelle Forderung im Mathematikunterricht..............cccocoieiiiiiiniinini
1.1 Begriindung der individuellen Forderung............cccccccooviiniinninnininiieciiceens
1.2 Schiilerfehler und -schwierigkeiten im Mathematikunterricht............cccccccceennne.
1.3 Diagnoseverfahren...........cccooiiiiiiiiiiiiiiiiii e
1.4 Besondere Aspekte diagnostischer Interviews............ccccccooiviiiiiiiiiniiniiinn
1.5 Diagnoseaufgaben...........ccccccoviiiiiiiiiiiiiiiiiii e
1.6 Addquate FOrderung...........ccoeoiviiiiiiniiiiiiiiiciceeecee e

2 Gleichungen und Termumformungen im Mathematikunterricht..................c.cccoceiii
2.1 Fachdidaktische EInordnung............ccccccoviiiiiiiiiniiiiiiiccccce,
2.2 Fehlvorstellungen und typische Fehler..............cccocooviiiiiinniie,

221  Hiirden der mathematischen Notation...........cccccooviiiiiiiiiiiiicce,
222 Die Lernbiographie.........cccceoiiuiiriiiniiiinicirieieceeeeeeeeeeeeee e
223 AutomatiSIeIUNG.......ccccoviviiiiiiiiiiiiiic
224  Schemata und ihre FOIGen..........ccccociiiiiiiiiiiiiiiiiiccccc e,
225  Psychologische FaKtoren............cccociiiiiniiiiiiiiiininiiiiiiccccccccecees

3 Diagnostische Interviews am Oberstufen-Kolleg.............ccccoccoevniiiiiiniinniiniiiicienn
3.1 Individuelle Forderung am Oberstufen-Kolleg.............ccccoviiniinninnccneienenenn.
3.2 MethOdiK......c.ciiiiiiiiiiii s
3.3 Auswertung der Eingangsdiagnose.............cccccoviiviniiniiniiininie
3.4 Entwicklung und Analyse der Aufgabenstellung..............cccoccovviiiniininininnnn

3.41  Aufgabe 1: Gleichung mit gebrochenem Koeffizienten...............cccccccceennnn.
3.4.2  Aufgabe 2: Gleichung mit Parameter..............cccccovviiiiniiiiinniiccne,
3.43  Aufgabe 3: Termumformung..........ccccccevvirieuiuiiinininiiiiiescccceee e
3.44  Aufgabe 4: Lineare Gleichung aufstellen.............ccccooeonciniinininenceene.
3.45  Aufgabe 5: Schnittpunkt von zwei linearen Funktionen................cccccocoee...e.

3.4.6  Aufgabe 6: UmMKEhIung........cccccooovviiiniiiiiiiniiiicieeccecececee e



Diagnostische Interviews im Mathematikunterricht der Oberstufe

3.5 Analyse der INtervIeWs.........ccciviiiiiiiiiiiiiiiiiccc e 47
351 AdTIAN ettt 47
352 BIANCA. ..ttt sttt 51
3.5.3  CRIiSHNA....cciuiiiiiiiiiiiiciicc e 53
354 DENMNIS.....oiiiiiiiiiiiiciec e s 55
355 EAUATId..c.iiiiieiiieee ettt 59
3.5.6  FLOTIAN. ...ttt ettt st sttt st 61

B FAZIb oottt st 65
LiteraturverZeiChiiS. ... ..coueiiuiiiicice ettt 69
ANNANG.....ooiiiiiiii e 73

Ltfad@n. .. s 74
Transkripte der Interviews, Mitschriften und Forderaufgaben.............ccccccccceeneeee. 75
AT et s 76
BIATICA. -ttt 87
CRTISTINA. .ttt ettt et 96
DENNIS. ...ttt st e 107
EdUArd.....ooviiii e 117
FIOTTAN. c.. ettt 129
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Einleitung

Mit den Ergebnissen der ersten PISA-Studie wurde deutlich, dass die dkonomische und
soziale Situation der Familien von Schiilerinnen und Schiilern ganz entscheidend fiir
deren Chancen im deutschen Bildungssystem sind. Aufserdem fiihrt die Zusammenset-
zung der Klassen, die nur nach den Kriterien Schulform und Jahrgang erfolgt, zu Klassen
mit sehr heterogenen Leistungsniveaus (vgl. Kretschmann 2008, 5), die zudem bei jedem
einzelnen Schiiler bzw. jeder einzelnen Schiilerin von Fach zu Fach variieren. Individuelle
Forderung von schwicheren aber auch besonders starken SchiilerInnen soll dazu fiihren,
dass jede/r Lernende die individuell bestmogliche Bildung erreichen kann. Dazu miissen
Lernergebnisse und -prozesse evaluiert werden und in entsprechenden Mafsnahmen
miinden. Mit der Einfiihrung kompetenzorientierter Bildungsstandards wurden Ziele fiir
den Mathematikunterricht festgelegt und nicht wie zuvor nur die zu behandelnden
Inhalte. Die SchiilerInnen sollen in die Lage versetzt werden, Probleme aus verschiedenen
mathematischen Bereichen zu 16sen, d. h. entsprechende Kompetenzen erwerben. Auch um
dieses Ziel zu erreichen, ist es notig, Lernstande der einzelnen SchiilerInnen zu erheben
und entsprechend zu reagieren. Die Diagnose ist dabei das Verfahren, um ,Schiilerleis-
tungen zu verstehen und einzuschitzen mit dem Ziel, angemessene padagogische und
didaktische Entscheidungen zu treffen.” (HufSmann/Leuders/Prediger 2007, 1).

Zur Diagnose gibt es verschiedene Verfahren. Dabei weden zum Beispiel die Schiile-
rlnnen im Unterricht beobachtet, Klassenarbeiten analysiert oder Gesprdche {iber
Losungswege gefiihrt. Die Diagnose kann zu Beginn, am Ende oder wéhrend einer Lern-
einheit erfolgen (vgl. ebd., 2). Ziel ist aber nicht, zu ermitteln, ob eine Aufgabe geltst wer-
den kann oder nicht, sondern vor allem, warum sie so und nicht anders gelost wird und
welche Ursachen die Schwierigkeiten haben (vgl. ebd., 3). Die reine Erhebung von Ant-
worten nur nach dem Schema richtig/falsch, wie sie beispielsweise in Multiple-Choice-
Bogen realisiert wird, kann dieser Anforderung nicht gerecht werden. Wichtig ist, dass
auch die Losungswege dokumentiert werden. Eine Moglichkeit ist die ausdrtickliche Auf-
forderung, den Losungsweg zu verschriftlichen und Begriindungen zu verlangen (vgl.
ebd., 4). Eine Methode dazu ist die Aufforderung zum , Lauten Denken” (Wartha/Rott-
mann/Schipper 2008, 21) und die Beobachtung der/des Lernenden beim Losen einer Auf-
gabe. So ist fiir die Diagnose auch ein Zugang zum Losungsweg gegeben. Beim diagnosti-
schen Interview werden Aufgaben bearbeitet, wobei der Losungsweg verbal formuliert
werden soll. Der Interviewer bzw. die Interviewerin hat im Gegensatz zu rein schriftli-
chen Tests mit anschliefender Analyse beim Interview die Moglichkeit, Nachfragen zu
stellen oder die Aufgaben spontan der Situation anzupassen (vgl. Hafner/vom Hofe 2008,
18). Fiir das Gelingen der Diagnose spielt nicht nur die Durchfiihrung des Interviews,
sondern auch die gestellte Aufgabe eine Rolle (vgl. Sjuts 2008, 60), um Fehlvorstellungen
aufzudecken. Beispielsweise sind oft offene Aufgaben, d. h. Aufgaben mit mehreren, nicht
vorgegebenen Losungswegen, sinnvoll (vgl. Brauner 2007, 21).
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Das Interview sollte sorgfiltig geplant werden. Dazu gehort, dass der Gegenstand der
Diagnose, d. h. die zu tiberpriifenden Kompetenzen, genau festgelegt wird, und geeignete
Aufgaben erstellt oder ausgewdhlt werden. Auch die im Interview gestellten Fragen und
Impulse sollten im Vorfeld festgelegt und in einem Interviewleitfaden festgehalten wer-
den. Fur zu erwartende Probleme sollte ebenfalls eine Reaktion vorbereitet sein (vgl. Haf-
ner/vom Hofe 2008, 14). Zur Vorbereitung der Interviews ist es sinnvoll, sich mit typi-
schen Fehlerquellen und Fehlvorstellungen im jeweiligen mathematischen Teilgebiet ver-
traut zu machen. Fiir die gewdhlten Aufgaben werden mogliche Schiilerlésungen mit ver-
schiedenen Ansétzen erstellt, um herauszuarbeiten, welche Kompetenzen zur Losung der
Aufgabe benotigt werden (vgl. ebd., 16). Wahrend der Interviews werden auch die verba-
len Antworten notiert oder optimalerweise technisch aufgezeichnet, und in die Analyse
einbezogen. Bei der Analyse des Interviews wird versucht, die Losungswege nachzuvoll-
ziehen und die Ursachen fiir Fehler zu benennen. Wenn Interviews mit mehreren Schiile-
rInnen durchgefiihrt wurden, konnen auch Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen
verschiedenen Losungen untersucht werden (vgl. ebd., 17).

Die Ergebnisse einer Diagnose sind Grundlage fiir gezielte Férdermafinahmen. Eine
Diagnose ohne anschlieffende Forderung kann sogar kontraproduktiv sein, weil sie den
getesteten Lernenden ihre Defizite bewusst werden ldsst, aber keine Hilfe anbietet (vgl.
Kretschmann 2008, 7). Im Forderplan werden individuelle, eng gefasste Ziele und Mafs-
nahmen fiir einem festen Zeitraum festgeschrieben, um Transparenz und Sinnhaftigkeit
des Unterrichts darzustellen und die damit verbundene Lernmotivation und Lernerfolge
spurbar zu machen (vgl. Klenck/Schneider 2008, 9f.). Diagnostizieren und Fordern ist
besonders wichtig fiir Inhalte, die lingst Voraussetzung fiir die eigentlichen, aktuellen
Unterrichtsinhalte sind (vgl. ebd., 9), damit kein weiteres Abrutschen erfolgt.

Fir die vorliegende Arbeit werden Diagnoseinterviews am Oberstufen-Kolleg im
Bereich Algebra der Sekundarstufe I entwickelt, durchgefiihrt und analysiert. Im An-
schluss werden geeignete FordermafSinahmen vorgeschlagen. Es geht also um KollegiatIn-
nen, die Probleme mit Termumformungen und dem Losen von Gleichungen und Glei-
chungssystemen haben, d. h. mit Inhalten, die in dieser Jahrgangsstufe Voraussetzungen
fiir den Mathematikunterricht sind. Die Arbeit untersucht die Frage, welche Ursachen die
Schwierigkeiten der jeweiligen Schiilerlnnen haben und welche Férdermoglichkeiten es
gibt. Ziel ist auch die Entwicklung von geeigneten Aufgaben fiir die gewé&hlte Methode.
Vor allem aber soll die Methode der diagnostischen Interviews, die hauptsachlich fiir die
Grundschule und die Erprobungsphase der Sekundarstufe I erforscht ist, unter den
Bedingungen der Oberstufe erprobt und untersucht werden.

Zur Vorbereitung der Interviews werden typische Fehler und Schwierigkeiten von
SchiilerInnen im Umgang mit Termen und Gleichungen dargestellt. Wichtige Quellen von
Problemen sind die mathematische Notation, psychologische Aspekte wie Assoziationen
und luckenhafte Grundlagen, auf die weitere Kompetenzen aufgebaut werden.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen Personen und Gruppen bedanken, die mich
beim Erstellen dieser Arbeit unterstiitzt haben. An erster Stelle danke ich den KollegiatIn-
nen, mit denen ich die Interviews fiithren konnte. Namentlich hervorheben mochte ich
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aufierdem Gabriele Klewin, die mir die Auswertung der Eingangsdiagnose ermoglichte.
Ich danke den Lehrerlnnen in der Projektwoche, die mir die Vorstellung der Arbeit
ermoglichten, insbesondere Ian Vof fiir das Zeigen der Ortlichkeiten. Ein herzlicher Dank
gilt meinen Eltern, dem Studienfonds OWL und der Studienstiftung des deutschen Vol-
kes, die mir ein sorgenfreies Studium ermdoglicht haben.
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1 Individuelle Forderung im Mathematikunterricht

Ursachen fiir Schwierigkeiten im Mathematikunterricht der Sekundarstufe werden noch
nicht lange untersucht (vgl. Wartha 2009, 159), und die wenigen Studien beschranken sich
meist auf die Sekundarstufe II. Die meisten Veroffentlichungen beziehen sich auf die
Grundrechenarten in der Primarstufe. Bis in die 1960er Jahre wurden Fehleranalysen nur
im Bereich der Arithmetik durchgefiihrt (vgl. Radatz 1980, 16). Auch Fehlerursachen wer-
den erst seit ca. 1950 untersucht, bis dahin wurden fast ausschliefdlich Fehlerhdufigkeiten
gezdhlt und die Fehler kategorisiert (vgl. ebd., 22). Hauptanliegen der fritheren Fehlerana-
lysen war es, Anderungen im Lehrplan wissenschaftlich zu begleiten (vgl. ebd.). Eine auf
den einzelnen Schiiler zugeschnittene Diagnose mit dem Ziel einer individuellen Forde-
rung war also nicht das Anliegen dieser Analysen.

Verschiedene Studien zeigen, dass Fehler von dlteren SchiilerInnen hiufig auf Fehlvor-
stellungen beruhen, die sie aus der Grundschulzeit haben (vgl. Moser Opitz 2005, 114).
Bereits beim Ubergang von der Grundschule zum Gymnasium bestehen oft grofie Abwei-
chungen zwischen den in der Grundschule behandelten und den von den Schiilerlnnen
beherrschten Inhalten (vgl. Wartha 2009, 160). Es ist naheliegend, dass auch Schwierigkei-
ten in der Oberstufe zu einem grofien Teil Ursachen in fritheren Schuljahren haben. Wie
sich in den Interviews am Oberstufen-Kolleg zeigt, kann insbesondere die Bruchrechnung
eine Hiirde darstellen.

Von den wenigen vorliegenden Studien untersuchen die meisten allerdings die typi-
schen Fehler zu einem spezifischen Fachgebiet in einem bestimmten Jahrgang. Es gibt
kaum Langsschnittstudien zu mathematischen Kompetenzen in der Sekundarstufe I, die
dartiber Aufschluss geben konnten, ob sich Schwierigkeiten in héheren Klassen bereits
frith abzeichnen. Durch den tiber Jahre hinweg aufeinander aufbauenden Charakter vieler
Sachverhalte in der Schulmathematik ist aber anzunehmen, dass Versaumnisse in friihe-
ren Jahrgangen zu Versdumnissen in spiteren Klassenstufen fiihren. Die Schiilerlnnen
werden , abgehidngt”. Eine der wenigen durchgefiihrten Studien ist die PALMA-Studie
(Projekt zur Analyse der Leistungsentwicklung in Mathematik), bei der die Entwicklung ver-
schiedener mathematische Kompetenzen tiber die gesamte Sekundarstufe I hinweg unter-
sucht wurde (vgl. vom Hofe et al. 2009, 125). Von 2002 bis 2007 bearbeiteten die ausge-
wihlten SchiilerInnen immer wieder Aufgaben, wobei repréasentativ ausgewéhlte Teilneh-
merlnnen der PALMA-Studie auch an der PISA-Erhebung 2006 teilnahmen (vgl. ebd.,
126). Getestet wurde bei PALMA - wie auch bei PISA - die sogenannte , mathematical
literacy”: Mathematik soll als Werkzeug zum Problemltsen verstanden und als solches
genutzt werden, nicht als Sammlung von Algorithmen (vgl. ebd., 127). Dazu wurde der
~Regensburger Mathematikleistungstest” entwickelt, der als kompetenzorientierter Test
die Bereiche Modellbildung und Kalkiile verbindet. Die Aufgaben stammen aus den
Bereichen Arithmetik, Algebra und Geometrie (vgl. ebd., 130). Neben dem Abschneiden-
bei den Aufgaben wurden auch andere Faktoren wie das Elternhaus, Anstrengungsbereit-
schaft usw. erhoben, um Beziehungen zwischen diesen Faktoren aufdecken zu konnen
(vgl. ebd., 132). Ein Ergebnis der Studie war, dass sich ,etwa die Hilfte aller analysierten
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Schiiler-Fehler auf unvollstindig ausgebildete oder fehlende Grundvorstellungen zurtick-
fithren” (ebd., 143) lasst. Eine detailliertere Darstellung typischer Schiilerfehler in Bezug
auf Gleichungen und Termumformungen erfolgt in Kapitel 2.2.

1.1 Begriindung der individuellen Férderung

Die Lebenswelten von Jugendlichen kénnen sich in vielerlei Hinsicht voneinander unter-
scheiden. Fiir die Schule wichtige Faktoren sind unter anderem das Geschlecht (Gender),
der Migrationshintergrund, der bisherige Bildungsweg, das soziokulturelle Umfeld und
die familidre Situation (vgl. Boller et al. 2008a, 65ff.). Diese Unterschiede spiegeln sich
auch in vollig unterschiedlichen Bediirfnissen der SchiilerInnen im Hinblick auf den
Unterricht wider. Die Schule muss diese Voraussetzungen im Blick haben und ein ent-
sprechend breit gefachertes Angebot bereit halten, um Chancengleichheit zu ermoglichen.
Die Ergebnisse von internationalen Vergleichsstudien wie den PISA-Studien zeigten aber,
dass die deutsche Schullandschaft, die hauptséachlich durch die Zuordnung der SchiilerIn-
nen zu verschiedenen Schulformen differenziert, diesem Anspruch nicht gerecht wird.
Stattdessen zeigte die Studie, dass vor allem der soziale und konomische Hintergrund
einer Schiilerin bzw. eines Schiilers einen hohen Einfluss auf die Bildungschancen hat. In
der sich anschliefSfenden Diskussion wurde hdufig eine verbesserte individuelle Forde-
rung gefordert, um diesem Zustand zu begegnen (vgl. Boller et al. 2008b, 170).

Dabei soll auf die Heterogenitit der Schiilerschaft mit einer Anpassung des Unterrichts
an die individuellen Unterschiede geantwortet werden (vgl. ebd., 171). Individuelle For-
derung soll es im Idealfall allen SchiilerInnen ermoglichen, das fiir sich personlich
Erreichbare auch zu erreichen, d. h. SchiilerInnen sollen die Moglichkeit haben, , ihre Star-
ken entfalten und ihre Schwéchen kompensieren” (Meyer 2004, 97, zit. n. Bathe et al. 2008,
40) zu konnen. Somit wird vor allem der Heterogenitdt im Hinblick auf die Leistung
Rechnung getragen. Ein Unterricht, der sich ausschliefSlich am Mittelmaf$ orientiert, tiber-
fordert schwichere und unterfordert stdrkere Schiilerinnen und Schiiler (vgl.
Biichter/Leuders 2005, 103). Individuelle Férderung soll aber nicht nur besonders starke
oder besonders schwache Lernende ansprechen, sondern alle Schiilerlnnen (vgl. Gasse
2006). Sie soll nicht nur Schwéchen ausgleichen und Stédrken fordern, sondern z. B. auch
unterschiedlichen methodischen Bedtirfnissen gerecht werden. Mogliche Mittel der indi-
viduellen Forderung sind unter anderem individuelle Lernziele bzw. die Ermdoglichung
unterschiedlicher Wege zum Erreichen eines allgemeinen Lernziels, individuelle Hilfestel-
lungen, Beratungen und Fordermoglichkeiten (vgl. Boller et al. 2008a, 74).

Gerade der Mathematikunterricht muss sich nicht nur hinsichtlich unterschiedlicher
Vorerfahrungen und Lebenswelten an den Lernenden orientieren, sondern auch bertick-
sichtigen, dass die Schiilerinnen und Schiiler einen unterschiedlichen kognitiven Zugang
zu mathematischen Inhalten haben kénnen. Malle (1993) unterscheidet dabei logisch-
formales von konkret-anschaulichem Denken (vgl. ebd., 129f.). Wahrend Ersteres auf dem
strikten, widerspruchsfreien Anwenden von Regeln und logischen Schlussfolgerungen
beruht, verbindet Letzteres jede mathematische Operation mit einer anschaulichen Vor-
stellung. Der Unterricht muss beiden Denkarten und allen denkbaren Mischformen
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gerecht werden und ein entsprechend breites Angebot bieten. Dariiber hinaus ist zu
berticksichtigen, dass auch das Alter der SchiilerInnen in die Planung des Unterrichts ein-
bezogen wird (vgl. Vollrath 2001, 92).

Die Orientierung des Unterrichts an den SchiilerInnen und die frithe Erkennung von
Schwierigkeiten setzen Diagnosen im Unterricht voraus (vgl. Horstkemper 2006, 6; vgl.
Jordan/vom Hofe 2008, 4). Diagnosen finden optimalerweise nicht nur zu festgelegten
Zeitpunkten statt, sondern begleiten den Unterricht (vgl. Horstkemper 2006, 4). Diagno-
sen mit padagogischen Interviews, wie sie hier durchgefiihrt werden, sind somit auf dem
Unterricht aufbauende und den Unterricht erweiternde Mafsnahmen und kénnen dann
zum Einsatz kommen, wenn die alltdgliche Diagnostik im Unterricht eine genauere
Untersuchung sinnvoll erscheinen ldsst, um Forderung anzubieten. LehrerInnen miissen
entsprechend fiir diese Aufgabe qualifiziert werden (vgl. Boller et al. 2008a, 74; vgl. Bathe
et al. 2008, 41). Dabei soll der Fokus aber nicht nur darauf liegen, Defizite im Vergleich
zum Lehrplan festzustellen und zu analysieren (vgl. Scherer 1999, 170), sondern auch
darin, vorhandene Kompetenzen oder besondere Starken zu ermitteln. Fiir den Mathema-
tikunterricht bedeutet das, dass es sinnvoll ist, vor der Behandlung neuer mathematischer
Inhalte in Erfahrung zu bringen, was die SchiilerInnen schon kénnen, um darauf auf-
bauen zu kénnen. Dies ist auch sinnvoll im Hinblick darauf, dass nicht immer davon aus-
gegangen werden kann, dass fiir frithere Jahrgdnge vorgesehene Kompetenzen vorhan-
den sind, selbst wenn sie im Unterricht behandelt wurden (vgl. Biichter/Leuders 2005,
167). An die Diagnose kniipft die entsprechende Ausrichtung des Unterrichts bzw. ggf.
eine addquate Forderung an. Besonders in der Sekundarstufe II ist die Entwicklung und
Erprobung von Forderkonzepten allerdings noch nicht weit fortgeschritten und Gegen-
stand aktueller Diskussionen (vgl. Boller et al. 2008b, 173).

Individuelle Forderung findet sich auch in verschiedenen rechtlichen Vorschriften. Ein
Recht auf individuelle Férderung ist im Schulgesetz des Landes Nordrhein-Westfalen
festgeschrieben (vgl. SchulG, §1 Abs. 1), das auch eine Schule fordert, die die , individuel-
len Voraussetzungen der Schiilerinnen und Schiiler” (ebd., §2 Abs. 4) berticksichtigt. Die
Lernenden haben dartiber hinaus ein Recht, tiber die Entwicklung der eigenen Leistung
informiert und entsprechend individuell beraten zu werden (vgl. ebd., §44 Abs. 2). Mit
den Kernlehrpldnen fiir das Fach Mathematik in der Sekundarstufe I wird versucht, den
unterschiedlichen Anforderungen gerecht zu werden, indem keine bestimmten Unter-
richtsinhalte und -methoden vorgeschrieben werden, sondern die wichtigsten mathemati-
schen Kompetenzen formuliert wurden, die zu festgelegten Zeitpunkten vorhanden sein
sollen. Eine weitere Ausdifferenzierung liegt in der Hand der einzelnen Schulen (vgl.
Schulministerium 2007, 10).

Von besonderem Interesse fiir diese Untersuchung ist die Situation in der Oberstufe.
Auch der Mathematik-Lehrplan fiir die Sekundarstufe II fordert explizit, dass , die indivi-
duelle Schiilerpersonlichkeit mit ihren Vorerfahrungen, Moglichkeiten und Leistungsdis-
positionen” (Schulministerium 1999, 30) berticksichtigt wird. Der Lehrplan sieht Hetero-
genitdt nicht nur als Herausforderung, sondern auch als Chance fiir die SchiilerInnen an.
Die Unterschiedlichkeit der SchiilerInnen soll produktiv fiir ein erfolgreiches Lernen der
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Lerngruppe und der einzelnen Lernenden genutzt werden (vgl. ebd., XVIIIf.). Der Unter-
richt soll sich dabei an den Bediirfnissen der SchiilerInnen orientieren, ihnen die Moglich-
keit geben, auf den eigenen Lernvoraussetzungen aufzubauen, und unterschiedliche We-
ge zum Erreichen des Lernziels ermoglichen (vgl. ebd.). Dazu soll es ein breit gefachertes
Angebot an Aufgabenstellungen geben, das unterschiedlichen Anforderungen gerecht
wird (vgl. ebd., XIII).

Der Lehrplan nennt auch Wahlmoglichkeiten als ein Element der individuellen Forde-
rung (vgl. ebd., XIII), worunter auch die Wahl des eigenen Kursprofils fillt. Zwar erfolgt
in der Oberstufe grundsatzlich eine duflere (d. h. separierende) Differenzierung durch die
Belegung unterschiedlicher Kurse, die Lerngruppen sind dennoch hinsichtlich unter-
schiedlicher Voraussetzungen, Interessen usw. heterogen zusammengesetzt (vgl.
Boller/Mbller 2009, 28).

1.2 Schiilerfehler und -schwierigkeiten im Mathematikunterricht

Ein Fehler ist nach Weimer (o.].) eine ,Handlung, die gegen den Willen des Urhebers
vom Richtigen abweicht.” (ebd., zit. n. Radatz 1980, 18). Dem Fehler wird in dieser Defini-
tion also das objektiv Richtige entgegengesetzt. Dies schrankt die Moglichkeit fiir Fehler
auf Situationen ein, in denen es solch eine objektiv richtige Losung gibt, wodurch offene
Aufgabenstellungen aber keineswegs ausgeschlossen sind, weil keine Eindeutigkeit der
richtigen Losung gefordert wird. Die Definition setzt fiir einen Fehler zudem eine Hand-
lung voraus bzw. wird mit dieser gleichgesetzt. Fuir die Diagnose im Mathematikunter-
richt sind aber Situationen ebenso bedeutsam, in denen sich eine Schiilerin bzw. ein Schii-
ler nicht in der Lage sieht, eine Handlung vorzunehmen, daher auf die Handlung verzich-
tet und folglich auch keinen Fehler nach der obigen Definition begeht. Gleichwohl gelingt
es ihr/ihm nicht, eine gestellte Aufgabe selbststindig zu 16sen. Die Definition ist auch
insofern problematisch, dass eine richtige Losung auf blofsem Zufall beruhen kann -
wenn sich etwa zwei Fehler gegenseitig aufheben oder wenn dieselbe Losungsstrategie
unter anderen Voraussetzungen zu einem falschen Ergebnis gefiihrt hétte. Der Begriff des
Fehlers soll daher fiir die vorliegende Arbeit durch den Begriff der Schwierigkeit erganzt
werden. Der Schiiler bzw. die Schiilerin hat eine Schwierigkeit bei einer Aufgabe oder bei
einem Aufgabentyp, wenn er oder sie die Aufgabe nicht 16sen kann oder sich unsicher ist,
ob die gefundene Losung richtig ist. Auch diese Definition setzt eine objektiv richtige
Losung voraus. Im Gegensatz zum Fehlerbegriff bezieht sie auch Situationen ein, in denen
eine Aufgabe nicht oder nicht vollstindig bearbeitet wird oder in denen die/der
Schiiler/in kein Vertrauen in die eigene Losung hat. Da sich die mathematikdidaktische
Literatur aber mit der Analyse von Fehlern und ihren Ursachen befasst, wird auch der
Fehlerbegriff, wie im Weimer verwendet, in dieser Arbeit benutzt.

Fehler gehoren ,zum Treiben von Mathematik” (Vollrath 2001, 114) dazu. Lehrende
sollen lernen, Fehler gewinnbringend zu nutzen, anstatt sie zu fatalisieren. Werden Fehler
tabuisiert, unterbleibt das eigene Denken im Unterricht. Stattdessen werden Regeln aus-
wendig gelernt und angewendet, ohne dariiber nachzudenken, ob sie im zu bearbeiten-
den Problem tiberhaupt zur Anwendung kommen diirfen (vgl. Baruk 1989, 91). SchiilerIn-
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nen miissen ihre eigenen Ideen ausprobieren konnen und nicht nur unter Anleitung han-
deln, um einen selbstbewussten Umgang mit der Mathematik zu erlernen (vgl.
Lorenz/Radatz 1993, 9). Das Erfolgserlebnis, Schwierigkeiten selbst tiberwunden zu
haben, braucht aber Schwierigkeiten, die man tiberwinden kann.

Im Lehrplan fiir die gymnasiale Oberstufe werden Fehler als ,,in der Regel unvermeid-
licher Teil des Lernprozesses” (Schulministerium 1999, 39) bezeichnet und sollen in Lehr-
Lern-Situationen konstruktiv thematisiert werden und zum Unterricht beitragen. Wiah-
rend Fehler beim Lernen als normal oder gar den Unterricht bereichernd betrachtet wer-
den, wird im Lehrplan aber auch davon ausgegangen, dass nach dem ,erfolgreichen
Abschluss eines Lernprozesses” (ebd.) keine Fehler in der behandelten Thematik mehr
auftreten.

Bei der Diagnose geht es zwar um Kompetenzen, die bei den SchiilerInnen nach erfolg-
reichem Abschluss der Sekundarstufe I vorhanden sein sollten, dennoch geht es nicht
darum, Fehler zu fatalisieren. Im Gegenteil miissen die Aufgaben so gewédhlt werden,
dass sie den/die Interviewte/n an die Grenzen der Kompetenzen bringt, da gerade diese
Grenzen Gegenstand der Untersuchung sind. Es ist daher angemessen, den SchiilerInnen
vor Beginn der Interviews mitzuteilen, dass sie keine Angst davor haben miissen, Fehler
zu machen und dass es im Gegenteil gerade darauf ankommt, die Fehler gewinnbringend
zu nutzen.

Kagan und Kogan (1970) gliedern den Losungsprozess einer mathematischen Aufgabe
in funf Schritte: Zundchst muss die Aufgabenstellung erfasst und verarbeitet werden,
dann werden Verkniipfungen zu Bekanntem hergestellt und genutzt, um danach
Losungshypothesen zu bilden. Im vierten Schritt werden die verschiedenen Hypothesen
bewertet und zuletzt werden basierend auf den Hypothesen Schlussfolgerungen getroffen
(vgl. ebd., zit. n. Radatz 1980, 34f.). Fiir Radatz (1980) ist diese Darstellung ungeniigend,
da er die ,Trennung von Denken und Handeln” (ebd., 34f.) kritisiert. Dennoch gibt sie
einen Hinweis darauf, dass Fehler an verschiedenen Punkten des Losungsprozesses mog-
lich und nicht einfach auf beispielsweise fehlendes Wissen zurtickzufiihren sind. Ebenso
ist es moglich, dass die Aufgabenstellung nicht verstanden wurde, dass der Kontext der
Aufgabe zu falschen Annahmen fiihrt, dass Assoziationen zu irrefithrenden Hypothesen
fiihren oder dass aus einer richtigen Hypothese eine falsche Schlussfolgerung gezogen
wird.

Schwierigkeiten im Mathematikunterricht konnen also viele Ursachen haben, z. B.
kognitive, sprachliche oder soziale Defizite (vgl. Scherer 1995, 22). Sie miissen ihren
Ursprung auch keineswegs immer im Schiiler selbst haben, auch das schulische Umfeld,
der Lehrplan, die Lehrkraft (vgl. Radatz 1980, 34), die Situation in der Familie (vgl.
Lorenz/Radatz 1993, 9), die Lerngruppe oder das tibrige soziale Umfeld konnen Pro-
bleme verursachen. Diese Moglichkeiten miissen bedacht werden, wenn nach der Ursache
von Lernschwierigkeiten gesucht wird und Abhilfe geschaffen werden soll.

Die meisten Fehler sind kein Zufall, sondern Ergebnis von individuellen Losungsstra-
tegien. Dabei konnen diese Strategien auf Regeln zuriickgehen, die fiir die SchiilerInnen
durchaus mit Sinn erfiillt sind (vgl. Radatz 1980, 3) und beispielsweise auf einer fehlerhaf-
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ten Vorstellung beruhen. Unter Umsténden sind die Regeln aber auch fiir die SchiilerIn-
nen selbst nicht Sinn erfiillend, da Mathematik von vielen SchiilerInnen nicht mit der Rea-
litdt in Verbindung gebracht, sondern als ein Spiel mit willkiirlichen Regeln betrachtet
wird (vgl. Ginsburg 1977, 86, zit. n. Radatz 1980, 27). Doch in beiden Fillen handeln die
SchiilerInnen nicht willkiirlich und die blofie Feststellung, dass ihr Vorgehen ,falsch” ist,
tragt kaum dazu bei, solche Fehler in Zukunft zu vermeiden. Diagnosen sind Verfahren,
um diese Regeln zu erkunden. Sie sind nétig, da einige Fehler z. B. bei der Korrektur von
schriftlichen Losungen nicht erkannt werden konnen, sondern sich erst ,nach langem
Nachdenken, vielleicht sogar erst nach einem Gesprach” (Vollrath 1999, 29) erschliefien.

1.3 Diagnoseverfahren

Biichter und Leuders (2005) unterscheiden zwischen Kompetenz und Performanz (vgl.
ebd., 166), wobei sie sich auf den Linguisten Noam Chomsky (1969) beziehen - verwen-
den die Begriffe allerdings in einer anderen Bedeutung als Chomsky, der sie ausschlief3-
lich auf das Sprechen bezog. Sie wollen mit dieser Unterscheidung deutlich machen, dass
es eine Diskrepanz zwischen dem Konnen und dem Leisten eines Schiilers bzw. einer
Schiilerin geben kann. Die Kompetenz ist das dabei das Potenzial, die Performanz die tat-
sdchliche, in einer Testsituation erbrachte Leistung. Damit ist die Performanz ein Indika-
tor fiir die Kompetenz, aber nicht mit ihr gleichzusetzen. Kompetenz charakterisiert also
das, was ein/e SchiilerIn zu leisten im Stande wire, wenn alle anderen Faktoren, die die
Performanz beeinflussen konnen, ideal sind. Paddagogische Diagnostik ist der Riickschluss
von der Performanz auf die Kompetenz (vgl. Biichter/Leuders 2005, 166) und somit prin-
zipiell unsicher. Die Leistung kann beispielsweise wegen der konkreten Aufgabenformu-
lierung, dem Aufgabenkontext oder wegen anderer Umstdnde wie Unruhe oder Emotio-
nen hinter dem eigentlichen Potenzial zurtick bleiben. Eine gute Diagnosemethode sowie
eine Aufgabe, die zur Diagnose oder zur Leistungsiiberpriifung geeignet ist, muss diese
Unsicherheiten minimieren und einen mdoglichst guten Schluss von der Performanz auf
die Kompetenz ermoglichen.

Bei der Diagnose soll festgestellt werden, welche Fehlstrategien oder -vorstellungen zu
dem Fehler fithren, damit addquat geférdert werden kann. Es geht nicht darum, ob eine
Aufgabe korrekt gelost wird (vgl. Krauthausen/Scherer 2007, 209), sondern darum, auf
welchem Weg sie gelost wird. Eine reine Kontrolle des Lernens ,, durch Fragen und durch
Beurteilen der Antwort” (Vollrath 2001, 113) stellt somit noch keine Diagnose dar, wenn
damit keine tiefer gehende Analyse verbunden ist. Die reine Kontrolle sucht nicht nach
verborgenen Ursachen. Vor allem handelt es sich bei einer Kontrolle nicht um eine Dia-
gnose, wenn sie nur der Bewertung (fiir eine Zeugnisnote) oder der zukiinftigen Verdnde-
rung des Unterrichts dient. Eine Diagnose hat immer eine Forderung zum Ziel.

Lehrende setzen Diagnoseinstrumente in der Regel im Rahmen ihrer tdglichen Arbeit
ein. Ihr primares Interesse besteht darin, Lernprozesse zu unterstiitzen, aber nicht darin,
Grundlagenforschung iiber das Mathematiklernen zu betreiben (vgl. Hunting 1997, 146).
Dies unterscheidet die Diagnose durch die Lehrenden von der Diagnose in der mathema-
tikdidaktischen Forschung und muss bei der Planung der Diagnose berticksichtigt wer-
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den. Dieser Hinweis ist deswegen wichtig, weil die Methode der hier durchgefiihrten dia-
gnostischen Interviews in der Literatur hauptsdchlich als Methode der didaktischen For-
schung beschrieben wird. Besteht das Ziel aber nicht darin, generalisierbare Aussagen zu
generieren oder zu tiberpriifen, sondern ein moglichst gutes Bild der Kompetenzen eines
einzelnen Schiilers bzw. einer einzelnen Schiilerin zu erhalten, stellt dies andere Anforde-
rungen an die Interviewfiihrung.

Aber wie in der Forschung ist es wichtig, dass das Ziel einer Diagnose klar ist (vgl.
Krauthausen/Scherer 2007, 210). Bei den Interviews, die fiir die vorliegende Arbeit durch-
gefiihrt werden, sollen Schwierigkeiten einzelner Kollegiatinnen am Oberstufen-Kolleg
im Umgang mit Termen und Gleichungen erkannt und jeweils Férdermafsnahmen vorge-
schlagen werden. Ziel ist es hingegen nicht, verallgemeinerte Aussagen iiber die Kompe-
tenzen aller Kollegiatinnen des Oberstufen-Kollegs zu treffen und auch nicht, allgemeine
Aussagen tiber Schwierigkeiten in der Algebra zu treffen. Ein weiteres und wichtiges
Anliegen ist die Erforschung und Erprobung der Methode der diagnostischen Interviews
im Mathematikunterricht der Oberstufe. Da sich bisherige Veroffentlichungen tiber Inter-
views vor allem auf die Primarstufe und die Erprobungsstufe beziehen, sind in Interviews
an der Oberstufe ganz andere Schwierigkeiten zu erwarten, als in der Literatur themati-
siert werden. Kein/e SchiilerIn der Oberstufe wird sich noch wundern, dass das Ergebnis
einer Abzdhlung nicht davon abhidngig ist, in welcher Reihenfolge gezdhlt wird (vgl. Lo-
renz/Radatz 1993, 8).

Biichter und Leuders (2005) unterscheiden zwischen verstehensorientierter Diagnose
und verfahrensorientierter Diagnose (vgl. ebd., 172). Wahrend die verfahrensorientierte
Diagnose nach Fehlerursachen beim Anwenden eines (auswendig) gelernten Algorithmus
sucht, bezieht sich die verstehensorientierte Diagnose auch darauf, ob die durchgefiihrten
Operationen verstanden wurden. Nur eine verstandene Operation ldsst sich umkehren
und an andere als die getibten Problemstellungen anpassen. Eine genauere Auseinander-
setzung mit dem Begriff ,verstehen” folgt in Kapitel 2. Wahrend friithere Studien meist
verfahrensorientiert waren und beispielsweise typische Fehler der schriftlichen Rechen-
verfahren untersuchten, wird bei aktuellen Untersuchungen darauf Wert gelegt, dass eine
verstehensorientierte (oder , kompetenzorientierte”) Diagnose erfolgt.

Es gibt verschiedene Methoden, die zur Diagnose mathematischer Kompetenzen geeig-
net sind. Multiple-Choice-Tests gehoren nicht dazu, weil sie keine Moglichkeit bieten, auf
den zu Grunde liegenden Fehler zu schliefsen. Selbst wenn die zu Auswahl angebotenen
Antwortmoglichkeiten aufgrund bestimmter erwarteter Fehlschliisse oder typischer Fehl-
strategien vorgegeben werden, lassen solche Tests kaum eine Schlussfolgerung zu. Identi-
sche Ergebnisse konnen auf verschiedenen Fehlern beruhen, weshalb eine reine Analyse
von Ergebnissen nicht ausreicht, um den Fehler zu ermitteln (vgl. Radatz 1980, 34). Mul-
tiple-Choice-Tests konnen deswegen hochstens Anlass fiir eine genauere Analyse geben
und haben eine sehr grofle Unsicherheit beim Schluss auf Kompetenzen (vgl.
Biichter/Leuders 2005, 169). Sie erlauben auch keine Anerkennung von Teilkompetenzen,
wenn SchiilerInnen durchaus in der Lage sind, einen Grofsteil der Rechnung durchzufiih-
ren, aber den letzten Schritt nicht ausfiihren konnen. Tatsdchlich besteht ein haufiger
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,Fehler” darin, dass Aufgaben nicht zu Ende gerechnet werden (vgl. Radatz 1980, 37ff.).
Der Fehler liegt dann aber eigentlich darin, dass der ndchste Schritt nicht gemacht wurde
oder gemacht werden konnte oder dass nicht erkannt wurde, dass das Teilergebnis noch
keine Losung darstellt.

Auch das blofie Zdhlen von Fehlern in einem Leistungstest wie einer Klassenarbeit
stellt keine Diagnose dar, da die Fehlerrate allein , keine Hinweise auf die moglichen
Ursachen einer Lernschwierigkeit bzw. die Griinde fiir das Ausbleiben einer angestrebten
Leistung” (ebd., 3) gibt. Genau diese Ursachen sollen jedoch in einer Diagnose untersucht
werden, um Moglichkeiten fiir eine Férderung zu bewerten. Ziel der Diagnose im Mathe-
matikunterricht ist es, ein Verstandnis der Vorgehensweise und Grundvorstellungen ein-
zelner Schiilerlnnen zu entwickeln, die Erhebung von verallgemeinerten Aussagen iiber
eine grofie Gruppe ist nicht zentrales Anliegen (vgl. Scherer 1996, 77). Fiir eine auf Verste-
hen ausgerichtete Forschung sind qualitative Ansitze in der Regel sinnvoller als quantita-
tive Erhebungen wie sie beispielsweise bei einer Berechnung von Losungshdufigkeiten
einzelner Aufgaben gegeben wéren.

Geeignete Diagnosemethoden sind die Analyse von Schiilerprodukten oder des
Losungsprozesses, das Beobachten der Schiilerlnnen beim Losen von Aufgaben, das soge-
nannte laute Denken und diagnostische Interviews (vgl. Brueckner 1935, zit. n. Radatz
1980, 64). Als Grundlage fiir die Analyse von Schiilerprodukten Losungen kénnen Klas-
senarbeiten, Hausaufgaben oder in der Schule bearbeitete Aufgaben dienen (vgl.
Jordan/vom Hofe 2008, 4). Dabei wird versucht, die einzelnen dokumentierten Schritte
nachzuvollziehen und dadurch auf Schwierigkeiten zu schliefSen. Die Analyse ist eine gut
zugéngliche Methode und sagt schon mehr aus als Multiple-Choice-Tests. Die Produkte
konnnen durch die Lehrkraft oder durch die SchiilerInnen selbst analysiert werden (vgl.
ebd.). Aber nicht immer ist die Fehlstrategie anhand der schriftlichen Losung ersichtlich,
wodurch es zu Fehldeutungen kommen kann (vgl. Radatz 1980, 64f.; vgl. Krauthau-
sen/Scherer 2007, 210). Sollte diese Methode daher nicht zielfiihrend sein, ist es sinnvoll,
andere Diagnoseformen anzuschlieffen. Die Analyse von schriftlichen Losungen bietet
eine Grundlage fiir die Vorbereitung weiterer Methoden wie diagnostische Interviews.

Das Beobachten der Schiilerlnnen ohne einzugreifen ist eine im Unterricht weit ver-
breitete Praxis (vgl. Radatz 1980, 67) und ebenfalls gut zuganglich. Diese Methode bietet
aber nicht die Moglichkeit, genauere Analysen durchzufiihren, da nur Zugriff auf die
Auflerungen besteht, die die SchiilerInnen von sich aus tdtigen. Die meisten Denkprozesse
bleiben verborgen. Es ist daher sinnvoll, die Aufgaben von vornherein so zu gestalten,
dass sie die SchiilerInnen zum Begriinden auffordern, um den Losungsweg nachvollzieh-
bar zu machen (vgl. Biichter/Leuders 2005, 171). Dieser Grundsatz gilt aber auch fiir die
tibrigen Diagnoseformen.

Beim sogenannten lauten Denken werden die SchiilerInnen aufgefordert, den Losungs-
weg zu verbalisieren, d. h. alle Gedanken beim Losen der Aufgabe auszusprechen. Wih-
rend des Unterrichts ist diese Form der Diagnose kaum moglich. Ein Problem des lauten
Denkens ist, dass das Verbalisieren Aufmerksamkeit der Schiilerlnnen beansprucht, die
somit nicht vollstindig zum Bearbeiten der Aufgaben zur Verfiigung steht. Einige Schiile-



Diagnoseverfahren 12

rInnen sind gar nicht in der Lage, gleichzeitig zu sprechen und nachzudenken. Bei ande-
ren fordert die Versprachlichung der Gedanken aber auch die Konzentration (vgl. Claufs
1977, 149). Kinder unter zehn Jahren sind in der Regel nicht dazu fahig, tiber eigenes Den-
ken nachzudenken (Introspektion) und diese Gedanken in Worte zu fassen (vgl. Piaget
1974, 144£.). In der vorliegenden Arbeit geht es zwar um Studien mit OberstufenschiilerIn-
nen, doch auch bei ihnen kann die Fahigkeit zur Introspektion eingeschrankt sein. Ohne-
hin ist fraglich, inwiefern es tiberhaupt moglich ist, eigene Gedankengiange bewusst nach-
zuvollziehen. Der Mensch hat beim Losen eines Problems bewussten Zugriff auf den
Losungsplan (wenn ein solcher nétig ist) und ggf. auf Zwischenergebnisse. Wenn ihm
eine Frage gestellt wird, ist er sich der Antwort bewusst, aber nicht, welche Prozesse in
seinem Gehirn abgelaufen sind, um diese Antwort zu produzieren (vgl. Nisbett/ Wilson
1974, 232). Neben dem grundsétzlichen Problem, tiber das eigene Denken nachzudenken,
kann auch mangelnde Sprachgewandtheit dazu fiihren, dass die SchiilerInnen sich nicht
dazu in der Lage sehen, ihre Gedanken auszusprechen (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 61).

Beim lauten Denken zeigt sich, dass Schiilerlnnen Aufgaben unterschiedlich 16sen,
wenn sie die Aufgaben schriftlich bearbeiten und wenn sie sie miindlich bearbeiten. Eine
mogliche Erklarung daftir ist, ist dass schriftliche Losungen womoglich kalkiilorientierter
durchgefiihrt werden als miindliche (vgl. Radatz 1980, 28f.). Bei der Auswahl der geeigne-
ten Methode ist dies zu berticksichtigen. Fiir eine verfahrensorientierte Diagnose sollte
daher auch beim lauten Denken Papier bereit liegen.

Im Gegensatz zum reinen lauten Denken sind bei diagnostischen Interviews Reaktio-
nen der/des Diagnostizierenden moglich. Die Probleme beider Formen sind dhnlich und
das laute Denken wird auch oft in Verbindung mit Interviews eingesetzt (vgl. ebd., 66).
Eine ausfiihrliche Diskussion der Interviews folgt im nachfolgenden Kapitel.

Bei der Wahl der Diagnosemethode sind die Vor- und Nachteile der verschiedenen
Formen zu berticksichtigen. Fiir eine griindliche Diagnose ist es sinnvoll, mehrere Metho-
den miteinander zu kombinieren (vgl. Scherer 1996, 87). Eine , perfekte Diagnose” ist aber
nicht moglich, weil Kompetenzen nicht vollstandig messbar sind und auch weil Schiile-
rInnen in der Regel nicht bereit sind, ihren ,Entwicklungsstand zu offenbaren”
(Buichter/Leuders 2005, 104).

Bei allen Verfahren muss berticksichtigt werden, dass der Rechenweg der Schiilerinnen
und Schiiler stark von dem Weg abweichen kann, den die Lehrkraft gewahlt hitte. Er
kann aber durchaus durchdacht und zielfiihrend sein. Daher ist es wichtig, dass sehr
genau versucht wird, die Rechenwege der SchiilerInnen nachzuvollziehen und ihre Leis-
tung einzuschidtzen, um eine addquate Forderung zu ermdglichen (vgl. Selter/Spiegel
1997, 13). Es sollte Wert darauf gelegt werden, den ,rationalen Kern in scheinbar irratio-
nalem Vorgehen” (ebd., 14) zu finden und zu wiirdigen, um zu verhindern, dass die Ler-
nenden das Vertrauen in ihre Kompetenzen verlieren und ihre eigenen Uberlegungen
vorschnell als falsch anzweifeln.
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1.4 Besondere Aspekte diagnostischer Interviews

Das diagnostische Gesprich als Erhebungsmethode in der Wissenschaft geht zurtick auf
Interviewstudien von Jean Piaget, der in halbstandardisierten, qualitativen Interviews
mathematische Kompetenzen von Kleinkindern und Grundschulkindern erforschte. Bei
den Interviews bearbeitet der/die Interviewte Aufgaben und spricht Losungsschritte aus
(lautes Denken), wodurch Fehlertechniken besser erkennbar werden als bei rein schriftli-
chen Diagnoseverfahren (vgl. Radatz 1980, 6). Sinnvollerweise wird das Interview aufge-
zeichnet und hinterher transkribiert, um die Aussagen detailliert auswerten zu konnen
(vgl. vom Hofe et al. 2009, 135). Wahrend des Interviews werden Hypothesen tiber die
Gedanken der Schiilerinnen und Schiiler gebildet, um darauf reagieren zu konnen.

Im Gegensatz zum reinen lauten Denken und anderen nicht-interaktiven Diagnosefor-
men besteht bei Interviews aber die Moglichkeit, Zwischenfragen zu stellen oder die Auf-
gaben flexibel an die Situation anzupassen (vgl. Radatz 1980, 65). AuSerdem ist es mog-
lich, physische Hilfsmittel wie geometrische Korper einzusetzen (vgl. Hunting 1997, 149).
Obwohl die Methode kaum geeignet ist, quantitative Aussagen (etwa tiber die Haufigkeit
bestimmter Schwierigkeiten) zu machen, da die Stichproben in der Regel klein sind,
haben sie sich auch in der Forschung bewihrt, weil sie geeignet sind, auch unvorhergese-
hene Ergebnisse zuzulassen. Somit werden sie der Vielfalt der Interviewten auch eher
gerecht. Zur Vergleichbarkeit muss das Interview aber dennoch griindlich geplant wer-
den (vgl. Selter/Spiegel 1997, 101f.). Bei der unterrichtsbegleitenden Diagnose durch die
Lehrkréfte spielt die Vergleichbarkeit jedoch keine wichtige Rolle.

Als interaktive und reflexive Methode ist ein Interview kaum vorhersehbar (vgl. Hun-
ting 1997, 149). Zwar ist es sinnvoll, sich mogliche Antworten der/des Interviewten und
dazu geeignete Reaktionen im Vorfeld zu tiberlegen, die grofie Vielzahl der moglichen
Interviewverldufe macht eine exakte Planung aber unmdglich. Ein Leitfaden mit einigen
Standardfragen und -reaktionen ist daher hilfreich. Im Gegensatz zur Grundlagenfor-
schung, bei der es vor allem auf Objektivitdt ankommt, ist es bei der Diagnose zum Zweck
der individuellen Forderung aber vertretbar, vom Leitfaden abzuweichen, um auf unvor-
hergesehene Antworten reagieren und genauere Nachforschungen anstellen zu kénnen
(vgl. ebd., 153). Der angefertigte Ablaufplan sollte deshalb die notwendige Flexibilitat
zulassen. Sinnvoll ist es, Standardfragen und -reaktionen fiir bestimmte Situationen zu
formulieren, Aufgaben auszuwéhlen, die gute Riickschliisse auf die Kompetenz erlauben,
und Voriiberlegungen zu moglichen Losungswegen der Aufgaben zu treffen. Vor allem
aber ist es wiahrend des Interviews notig, auf die Situation zu reagieren, um den Inter-
viewten ,an die Grenzen seines Wissens vorstofien” (Selter/Spiegel 1997, 107) zu lassen.

Diagnostische Interviews sind eng verwandt mit dem lauten Denken und haben des-
halb auch dhnliche Probleme. Eine Untersuchung, die nur auf lautes Denken setzt, ist in
der Praxis auch mit Zwischenfragen oder -bemerkungen verbunden, weil Gedanken
unklar geblieben sind. In der Theorie wird an dieser Stelle das Experiment unterbrochen
und wird erst mit der Beantwortung der Frage fortgesetzt (vgl. van den Brink 1981, 30).
Somit ist solch eine Untersuchung in der Praxis kaum von einer Interviewstudie unter-
scheidbar. Unterschiede konnen im Redeanteil des Interviewers und in der Art der
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gestellten Fragen bestehen, Wechselwirkungen wird es aber immer geben. Eine Studie,
die ausschliefslich im lauten Denken besteht, ist somit kaum denkbar. Diagnostische Inter-
views sind daher wissenschaftlich ehrlicher als das reine laute Denken. Beim lauten Den-
ken werden allein die Aussagen der SchiilerInnen analysiert und ein Einfluss durch die in
der Beobachtungssituation angelegten &dufieren Umstidnde kaum beriicksichtigt. Beim
Interview dagegen ist durch die Interaktion zwischen InterviewerIn und SchiilerIn eine
Beeinflussung der Untersuchung offensichtlich. Diese soll zwar klein gehalten werden,
muss aber Berticksichtigung in der Interpretation der Ergebnisse finden.

In der Tat ist der mogliche Einfluss durch den Interviewer, der die wesentlichen Vor-
teile gegeniiber anderen Methoden bietet, auch gleichzeitig der grofite Nachteil der dia-
gnostischen Interviews. Manchen LehrerInnen fillt die Abgrenzung zur Lehr-Lern-Situa-
tion schwer (vgl. Hunting 1997, 148) und sie sind geneigt, Hinweise auf Fehler oder einen
moglichen Losungsweg zu geben. Es geht bei den Interviews aber nicht um das Hinfiih-
ren zu einer richtigen Losung, sondern darum, die Gedanken nachzuvollziehen. Der/die
Interviewende sollte sich zurtickhalten, um die Gedankengénge nicht zu storen und um
keine Verunsicherung zu erzeugen (vgl. Selter/Spiegel 1997, 102). Es besteht die Gefahr,
durch die Riickfragen und Kommentare Erkldrungen fiir Fehler zu provozieren, die ohne
dieses Einmischen nicht gegeben worden wiren (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 61). Bei Feh-
lern, die sich aus dem falschen Verstandnis der Aufgabenstellung ergeben, ist es in der
Regel geboten, einzugreifen, aber inhaltliche Fehler sollen nicht korrigiert, sondern
ergriindet werden (vgl. Selter/Spiegel 1997, 103). Doch das Nachhaken bei Fehlern muss
vorsichtig eingesetzt werden, denn SchiilerInnen kennen es aus dem Unterricht, dass
Nachfragen zu Rechenschritten in der Regel genau dann kommen, wenn der Rechen-
schritt fehlerhaft ausgefiihrt wurde (vgl. Hunting 1997, 155). Entsprechend schwierig ist
es, Fehler im Interview zu untersuchen, weil jede Nachfrage als Hinweis auf einen Fehler
aufgefasst werden kann und die Antwort dann oft keine Erkldrung des Fehlers, sondern
eine Korrektur liefert. Der/die Diagnostizierende kann daher nicht sicher sein, ob die
Antworten den tatsdchlichen Rechenweg wiedergeben, oder ob sie erst nachtréglich gebil-
det wurden, um den vermeintlichen Erwartungen zu entsprechen (vgl. Selter/Spiegel
1997, 30). Aufierdem muss berticksichtigt werden, dass Schiilerlnnen und LehrerInnen die
Frage ,Warum hast du das so gemacht?” unterschiedlich verstehen kénnen. Wahrend die
Lehrkraft eigentlich danach fragt, welche Berechtigung fiir eine Operation besteht, ant-
worten die SchiilerInnen mit dem Zweck (,Um das x weg zu bekommen.”) (vgl. Vollrath
1994, 78). Es sollten auch keine Fragen gestellt werden, die auf Annahmen fufSen, die nicht
unbedingt zutreffen miissen. Zum Beispiel kann die Frage ,Wie hast du das gerechnet?”
problematisch sein, weil sie unterstellt, dass gerechnet wurde, obwohl moglicherweise
geschatzt wurde (vgl. Selter/Spiegel 1997, 102).

Eine Methode, Nachfragen zu vermeiden, besteht darin, Widerspriiche zu erzeugen,
damit noch einmal tiber die Losung nachgedacht wird (vgl. ebd., 104). Vor allem aber ist
Geduld notig. Auch langes Schweigen muss ausgehalten werden kdnnen und nicht zu
frith durch moglicherweise suggestive Fragen unterbrochen werden (vgl. ebd., 103f.).
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Zu Beginn des Interviews muss aufserdem klargestellt werden, dass es nicht schlimm
ist, wenn auch etwas Falsches gesagt wird (vgl. ebd., 102), um eine Priifungsatmosphére
und angepasste Antworten zu vermeiden. Zudem sollte mit einfachen Aufgaben begon-
nen werden, um Mut zur Losung der weiteren Aufgaben zu erzeugen (vgl. ebd., 107).
Negative AuSerungen bei Fehlern sollten grundsitzlich vermieden werden (vgl. ebd., 20).
Zu einer angenehmen Atmosphdire tragt es auch bei, wenn die TeilnehmerInnen der Inter-
viewstudien tiber die Interviewsituation und die verwendeten Methoden aufgeklart wer-
den, um das unangenehme Gefiihl zu vermeiden, Objekt eines Experiments zu sein (vgl.
van den Brink 1981, 29). Dazu gehort zum Beispiel, dass ihnen mitgeteilt wird, wozu die
Erkenntnisse der Untersuchung verwendet werden sollen.

Nachfragen wahrend des Interviews diirfen nicht suggestiv gestellt werden oder Hin-
weise auf andere Losungsstrategien geben. Problematisch sind auch gedufierte Vermutun-
gen iiber den Losungsweg der/des Interviewten. Sie konnen von der befragten Person
bejaht werden, obwohl sie nicht zutreffen. Ein moglicher Grund ist, dass der/die Befragte
gerade tiber etwas nachdenkt und die Vermutung schnell bejaht, um die Ablenkung zu
unterbinden und Zeit zum Nachdenken zu gewinnen. Eine andere Motivation, falsche
Vermutungen zu bejahen kann darin bestehen, den Erwartungen der Interviewers bzw.
der Interviewerin zu entsprechen. (vgl. ebd., 105). Dies kann besonders dann der Fall sein,
wenn die Fragen von einer Lehrkraft gestellt werden, die auch tiber Zeugnisnoten ent-
scheidet. Trotz aller Vorsicht, keine beeinflussenden Fragen oder Anmerkungen zu
duflern, muss fiir die Auswertung des Interviews berticksichtigt werden, dass auch ein
neutraler Interviewer die interviewte Person beeinflusst (vgl. ebd., 106).

Neben den unerwiinschten Einfltissen durch die befragende Person stellt auch das
laute Denken eine Fehlerquelle dar. Dazu gehort die mangelnde Féhigkeit insbesondere
jiingerer SchiilerInnen, tiber das eigene Denken nachzudenken (siehe Kapitel 1.3). Dartii-
ber hinaus kann die Aufsergewthnlichkeit der Interview-Situation dazu fiihren, dass die
Leistung vom normalen Niveau abweicht (Krauthausen/Scherer 2007, 212), wobei es auch
durchaus moglich ist, dass die , Leistungen einzelner Schiiler [...] im Interview besser als
im Unterricht” (Scherer 1996, 87) sind.

Diagnostische Interviews konnen mit einzelnen SchiilerInnen oder in kleinen Gruppen
durchgefiihrt werden. Ein Nachteil von Gruppeninterviews besteht darin, dass sich die
Interviewten gegenseitig beeinflussen, wenn beispielsweise ein/e SchiilerIn in der H&u-
figkeit oder Qualitdt der Antworten dominiert. Ein weiterer Nachteil ist der Verlust von
Informationen, die in einem Einzelinterview gewonnen worden wdaren, der dadurch
zustande kommt, dass in einem Gruppeninterview nicht immer alle Teilnehmenden auf
alle Fragen antworten. Zudem stellt die notige Differenzierung eine Herausforderung dar,
da die SchiilerInnen die Aufgaben womdglich mit sehr unterschiedlichem Tempo, mit
sehr unterschiedlichen Ansdtzen oder auf sehr unterschiedlichem Niveau angehen wer-
den. Einen Vorteil bietet dagegen die fiir die Interviewten angenehmere Situation im Ver-
gleich zu einem gefiihlten ,Verhor” bei Einzelinterviews. Positiv sind auch die nattirli-
chen Gesprache zwischen den Teilnehmenden, die Erkenntnisse tiber die Denkprozesse
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liefern konnen. Gruppeninterviews sind zudem ndher an Unterrichtssituationen und
ermoglichen eine Arbeitsteilung und gegenseitige Unterstiitzung beim Losen der Aufga-
ben (vgl. Selter/Spiegel 1997, 106).

1.5 Diagnoseaufgaben

ODb eine Aufgabe eine ,gute Aufgabe” ist oder nicht, hdngt davon ab, ob sie ihren Einsatz-
zweck erfiillt (vgl. Biichter/Leuders 2005, 9). Vor der Bewertung einer Aufgabe muss
daher klar sein, welches Ziel mit dieser Aufgabe verfolgt wird, um die Mafistdbe festzu-
setzen. Eine Aufgabe, die in Lernsituationen im Unterricht eingesetzt wird, muss anderen
Anforderungen gentigen als eine Aufgabe in einem schriftlichen Leistungstest und diese
wiederum anderen Anforderungen als eine Aufgabe in einer interaktiven Diagnosesitua-
tion. So deckt eine gute Aufgabe fiir Heinrich Winter (1985) moglichst viele inhaltsbezo-
gene Kompetenzen ab (vgl. ebd., 21). Dies mag fiir Lernaufgaben gelten, Leistungsaufga-
ben sollten aber fiir eine gute Validitdt moglichst scharf auf einzelne Kompetenzen abzie-
len. Beim Lernen steht die korrekte Bearbeitung der Aufgabe nicht im Vordergrund - im
Gegensatz zu einer Leistungsiiberpriifung im Anschluss an einen Lernprozess (vgl. Biich-
ter/Leuders 2005, 165). Es gibt aber auch Anspriiche an gute Aufgaben, die sowohl fiir
Lern- wie auch fiir Leistungsaufgaben gelten.

Zunichst einmal sollten Aufgaben nicht kiinstlich wirken (vgl. Vollrath 2001, 109), son-
dern ,ehrlich” sein. Geeignet sind realistische Probleme, bei denen die Anwendung von
Mathematik eine sinnvolle Moglichkeit zur Losung oder zum Durchdringen des Problems
darstellt. Auch innermathematische Aufgaben konnen authentisch sein, wenn deutlich ist,
dass die Losung der Aufgabe kein reiner Selbstzweck ist, sondern beispielsweise zum
Erlernen wesentlicher Sachverhalte sinnvoll ist. Insgesamt sind Aufgaben authentisch,
,wenn sie Schiilerinnen und Schiiler zu mathematischen Tatigkeiten anregen, die typisch
fur die Entstehung und Anwendung von Mathematik sind” (Biichter/Leuders 2005, 86).
Nicht authentisch sind hingegen Aufgaben, die innermathematischen Problemen einen
unrealistischen Lebensweltbezug tberstiilpen (,Thomas kauft 287 Melonen.”) oder
Schliisse verlangen, die im Alltag nie vorkommen wiirden (,,Auf einer Geburtstagsfeier
wurden 6 Liter Cola getrunken. Wie viele Géste waren da, wenn jeder Gast 0,4 Liter
getrunken hat?”). Solche Aufgaben konnen zu dem Eindruck fithren, Mathematik wird
,nur in der und fiir die Schule” (ebd., 75) gelernt. Mathematische Operationen werden
somit Regeln in einem irrelevanten Spiel, die auswendig gelernt, ,aber nicht verstanden
werden miissen” (ebd.). Ob eine Aufgabe authentisch ist oder nicht, hdngt auch davon ab,
wer sie bearbeitet. Gute Aufgaben sollten daher fiir die SchiilerInnen ausgewahlt sein
oder die notwendige Flexibilitit bieten, sie an die Lerngruppe anzupassen (vgl. Vollrath
2001, 109).

Aufgaben sollten moglichst offen sein, d. h. auf mehrere Arten l6sbar sein und/oder
mehrere Losungen zulassen. Dies berticksichtigt zum einen die Individualitdt der Schiile-
rInnen, zum anderen fordert die Offenheit von Aufgaben, dass Verfahren verstanden und
reflektiert und nicht nur auswendig gelernt werden, um danach automatisiert angewen-
det zu werden (vgl. Biichter/Leuders 2005, 93). Auch der Lehrplan fordert gedffnete Auf-
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gaben in schriftlichen Leistungstiberpriifungen (vgl. Schulministerium 2007, 37). Eine
Methode zur Offnung von Aufgaben besteht darin, ein Problem umzukehren (vgl. ebd.,
171), also beispielsweise als Aufforderung der Form ,Gib eine Aufgabe mit folgender
Losung an”. Die Offnung von Aufgaben schliefit ,unverstandene Reproduktion” (ebd.)
aus, die Schwierigkeit sollte dadurch aber nur geringfiigig stiegen. Es wird getestet, ob ein
Inhalt verstanden wurde und nicht nur, ob er wiederholt werden kann, denn erst wenn
eine Operation durchdrungen ist, kann sie auch umgekehrt werden (vgl. Aebli 2006, 235).
Andere Moglichkeiten fiir offene Aufgaben bestehen darin, Begriffe in eigenen Worten
erkldren zu lassen und Modelle interpretieren zu lassen (vgl. Biichter/Leuders 2005, 175),
beispielsweise indem eine realistische Situation beschrieben werden soll, die durch einen
Graphen représentiert wird.

Eine weitere Anforderung an Aufgaben stellt ihr Potenzial zur Differenzierung dar.
Aufgaben sollten weder iiber- noch unterfordern und daher so ausgewahlt werden, dass
sie verschiedene Schwierigkeiten abdecken (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 61). Moglichkeiten
fiir differenzierende Aufgaben bestehen darin, die SchiilerInnen die zu bearbeitenden
Aufgaben selbst auswidhlen zu lassen (vgl. Biichter/Leuders 2005, 107), in Teilaufgaben
mit steigender Schwierigkeit (vgl. ebd., 105) oder in offenen Aufgaben, die ,von selbst dif-
ferenzieren” (ebd., 111), indem sie auf verschiedene Arten und Weisen und auf verschie-
denen Niveaus gelost werden konnen. Bei diagnostischen Interviews ist es aufserdem
sinnvoll, wenn die Aufgaben der Situation angepasst werden kénnen.

Diagnoseaufgaben und Aufgaben in Leistungstest miissen zudem einen moglichst pra-
zisen Schluss von der Performanz auf die Kompetenz zulassen, d. h. moglichst valide
sein. Dazu gehort vor allem, dass die Aufgabe wirklich nur die zu testende Kompetenz
erfasst (vgl. Buchter/Leuders 2005, 173) und nicht etwa durch eine anspruchsvolle For-
mulierung die Lesekompetenz. Die Validitit ist auch gefdhrdet, wenn eine Aufgabe sehr
viele Kompetenzen abdeckt - was bei Lernaufgaben durchaus gewtinscht ist (vgl. Kraut-
hausen/Scherer 2007, 201). Testaufgaben miissen daher auf ihre Validitédt gepriift werden
und ggf. auf die interessanten Aspekte reduziert werden (vgl. Biichter/Leuders 2005.,
174). Um moglichst zutreffende diagnostische Schliisse zu ermoglichen, sollten Aufgaben
zum Begriinden und zur Anfertigung von Eigenprodukten wie Zeichnungen auffordern
(vgl. ebd.). Dies ist besonders im Zusammenhang mit offenen Aufgaben sinnvoll.

Weitere Aspekte fiir die Bewertung einer Diagnoseaufgabe sind die benétigte Zeit, ob
sie Interesse weckt, ob weiteres Material benétigt wird und ob ein Bezug zum Lehrplan
besteht (vgl. Hunting 1997, 151).

Inhaltlich konnen Diagnoseaufgaben wie alle anderen Aufgaben im Mathematikunter-
richt nach den zur Bearbeitung erforderlichen inhaltsbezogenen und prozessbezogenen
Kompetenzen eingeordnet werden. Der Anspruch einer Aufgabe wird in , Anforderungs-
bereiche” (Kultusministerkonferenz 2003, 13) eingeordnet. Im untersten Anforderungsbe-
reich I ist es ausreichend, Unterrichtsinhalte zu reproduzieren, im zweiten Anforderungs-
bereich miissen Zusammenhinge, zum Beispiel durch , mehrschrittige Argumentationen”
(ebd.) hergestellt werden und im dritten Bereich wird erwartet, die im Unterricht erwor-
benen Kompetenzen verallgemeinert und reflektiert einzusetzen (vgl. ebd.).
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1.6 Addquate Foérderung

Jede Diagnose hat definitionsgemaéf eine anschlieffende Intervention zum Ziel (vgl. Buich-
ter/Leuders 2005, 167), da es sich sonst nicht um eine Diagnose, sondern um eine Fallstu-
die handeln wiirde. Die blofse Analyse von SchiilerInnen-Fehlern ohne eine Intervention,
gerade in gesonderten Untersuchungssituationen wie Interviews, kann sogar kontrapro-
duktiv sein, da den SchiilerInnen ggf. durch die Analyse Schwachen bewusst werden, sich
diesen ohne ein Forderangebot aber hilflos ausgeliefert fithlen (vgl. Kretschmann 2008, 7).
Aufbauend auf die Diagnose muss daher ein Forderkonzept erarbeitet werden. Die Inter-
vention im Mathematikunterricht darf dabei aber nicht als ,Medizin” gegen Schwierigkei-
ten verstanden werden. Fehler sind keine , Krankheiten”, FordermafSnahmen fiithren des-
halb auch nicht zu einer ,Heilung” (vgl. Radatz 1980, 67). Sie stellen ein Angebot fiir die
SchiilerInnen dar, miissen von diesen aber auch angenommen werden, um zu einem
Erfolg zu fithren. Ohne Motivation kann sich kein Erfolg einstellen (vgl. Wagemann 1988,
57).

Literatur zur Férderung im Mathematikunterricht bezieht sich meist auf den Erwerb
grundlegender mathematischer Vorstellungen wie der des Zahlbegriffs in der Grund-
schule und ist meist auf Schiilerlnnen mit einer ,Rechenschwiche” ausgerichtet - wobei
allerdings unwahrscheinlich ist, dass es so etwas wie angeborene, generelle Schwierigkei-
ten beim Mathematiklernen tiberhaupt gibt. Wahrscheinlicher ist, dass andere Faktoren
wie Storungen der visuellen Wahrnehmung oder in der Gedéchtnisleistung zu Grunde
liegen (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 22). An diesen spezifischen Stérungen muss dann auch
die Forderung ansetzen.

Forderung ist grundsitzlich im ganzen Klassenverband (bzw. Kurs), in speziellen For-
derkursen oder als Einzelférderung moglich. Férderkurse sind von Unterricht abgekop-
pelt und unterstellen teilweise gleiche Forderbediirfnisse fiir alle SchiilerInnen, differen-
zieren also nicht weiter und setzen nicht bei den individuellen Voraussetzungen an. Sie
wirken daher meist nicht langfristig (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 114) und stigmatisieren
die SchiilerInnen.

Zum Zuschnitt der Fordermafinahmen auf den einzelnen Schiiler bzw. die einzelne
Schiilerin ist das Zuriickgreifen auf allgemeine Kopiervorlagen oder dhnliches nicht ziel-
fithrend (vgl. ebd., 4f.), zumindest dann nicht, wenn die Vorlagen nicht spezifisch fiir den
einzelnen Schiiler ausgewéhlt und ggf. angepasst wurden. Die Auswahl der Forderaufga-
ben kann daher auch nicht das gesamte Fachgebiet abdecken, in dem ein Forderbedarf
festgestellt wurde (z. B. ,Gleichungen”), sondern muss spezifischer eingeschrankt wer-
den. Dazu ist es notig, die individuellen Schwierigkeiten zu identifizieren und dann ent-
sprechend zu fordern (vgl. Vollrath 1994, 78). FordermafSnahmen kénnen dann dhnlich
aussehen wie der Unterricht, bei dem die entsprechenden Inhalte erstmalig behandelt
werden. Da Forderbedarfe in hoheren Schuljahren aber ihre Ursachen hdufig in unver-
standenen Inhalten fritherer Schuljahre haben, ist es notig, bereits bei diesen anzusetzen
und die Grundlagen zu schaffen. Erst wenn die Grundlagen geschaffen und die mathema-
tischen Inhalte verstanden sind, kann sich ein , Uben” im Sinne von Training durch Wie-
derholen anschliefen (vgl. Wagemann 1988, 58). Ein reines automatisierendes Uben wie
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beim Auswendiglernen kann fiir hdufig wiederkehrende Teilprobleme (wie die Produkte
des kleinen Einmaleins) sinnvoll sein, darf aber erst folgen, wenn Verstiandnis vorhanden
ist (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 86). Allerdings ist fraglich, ob es in der Oberstufe tiberhaupt
noch so grundlegende Inhalte zu lernen gibt, dass ein Auswendiglernen sinnvoll ist.

Fiir einen langfristigen Erfolg sollte die Forderung nicht in einzelnen, langen Zeitblo-
cken vonstattengehen, sondern in viele kurze Einheiten aufgeteilt werden. Lorenz und
Radatz (1993) schlagen ein Férderkonzept vor, bei dem sich die SchiilerInnen téglich zehn
Minuten mit Forderaufgaben beschiftigen (vgl. ebd., 87). Die Langfristigkeit wird vor
allem durch eine moglichst vielseitige und tiefgehende Beschaftigung mit der Thematik
sichergestellt. Insbesondere sollten Inhalte mit Unterstiitzung der Lehrkraft selbststandig
erarbeitet und nicht vorgegeben und auswendig gelernt werden (vgl. Wagemann 1988,
58f.).

Wie Diagnoseaufgaben sollen Forderaufgaben authentisch und moglichst offen sein.
Authentizitdt durch Anwendungsbezug kommt hierbei eine besondere Rolle zu, um die
Sinnhaftigkeit des Mathematiklernens und den Realitdtsbezug der Inhalte erfahrbar zu
machen (vgl. Lorenz/Radatz 1993, 87) und Motivation zu bewahren. Das Differenzie-
rungsvermdogen der einzelnen Aufgaben spielt dadurch, dass die Aufgaben fiir den ein-
zelnen Schiiler ausgewéhlt wurden, eine untergeordnete Rolle, ist aber dennoch sinnvoll,
um Motivation zu erzeugen und Fortschritte erlebbar zu machen. Aufgaben sollten des-
wegen auch Erfolgserlebnisse ermdoglichen. Dies wird zum Beispiel durch steigende
Schwierigkeitsgrade ermdoglicht (vgl. ebd., 86). Im Gegensatz zu Diagnoseaufgaben miis-
sen Forderaufgaben keinen Schluss von der Performanz auf die Kompetenz ermoglichen,
sondern den Erwerb neuer Kompetenz unterstiitzen. Forderaufgaben miissen deswegen
auch nicht die Anforderung erfiillen, moglichst wenige Kompetenzen abzudecken. Im
Gegenteil sind Aufgaben sinnvoll, die Verbindungen zu anderen Bereichen der Mathema-
tik herstellen (vgl. ebd., 87).

Um zu vermeiden, dass sich wihrend des Lernens bzw. Ubens aufgetretene Fehler fes-
tigen, ist eine Kontrolle des Fortschritts und der Ergebnisse unerldsslich (vgl. Wagemann
1988, 58). Diese kann durch eine Lehrkraft, durch andere SchiilerInnen oder durch den
Schiiler selbst geschehen. Eine solche Selbstkontrolle kann zum Beispiel durch ein
Losungsblatt erfolgen und wird vor allem aus pragmatischen Griinden eingesetzt, sodass
die Zeit der Lehrkraft fiir die Unterstiitzung anderer Lernender zur Verfiigung steht.
Auch fiir die Aufgaben mit der Moglichkeit zur Selbstkontrolle gilt, dass Kopiervorlagen
haufig ungeeignet sind und stattdessen selbst Aufgaben entworfen werden sollten (vgl.
Lorenz/Radatz 1993, 87).
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2 Gleichungen und Termumformungen im
Mathematikunterricht

In der Schule ist Algebra , die Lehre von den Termen, Gleichungen und Gleichungssyste-
men” (Vollrath 1994, 1). Eine besondere Bedeutung fiir die Mathematik hat dabei die For-
melsprache. Sie ermoglicht eine einheitliche und eindeutige Kommunikation tiber Mathe-
matik und ist geeignet, allgemeine Gesetze oder Probleme zu formulieren (vgl. ebd., 85f.).
Solch eine eindeutige Notation ist essenziell fiir die verstindliche Dokumentation von
mathematischen Gedankengdngen oder auch fiir das Programmieren mathematischer
Algorithmen. Variablen ermoglichen es dabei, allgemeine, abstrakte Sachverhalte zu
untersuchen und tiber sie zu kommunizieren, wie dies beispielsweise in mathematischen
Beweisen der Fall ist (vgl. Malle 1993, 10).

Eine grofie Anzahl von mathematischen Sachverhalten ldsst sich mit Hilfe von Termen
und Gleichungen beschreiben. Dabei eine konkrete, spezielle oder unter Verwendung von
Variablen eine allgemeine Aussage darstellen, die als ,, Schablone” fiir eine konkrete Glei-
chung verstanden werden kann. Bestimmte Operationen sind moglich, um mit einem
Term, einer Gleichung oder einem Gleichungssystem zu arbeiten (vgl. ebd., 46).

Terme und Gleichungen stellen damit einen ganz wesentlichen Teil des Mathematik-
unterrichts in der Schule dar. Kinder haben h&ufig bereits vor der Einschulung Kontakt
mit der Formelsprache, wenn sie die Ziffernsymbole kennen lernen. In der Grundschule
wird die Formelsprache erweitert, beispielsweise durch Rechensymbole oder das Stellen-
wertsystem der Dezimalzahlen. In der Sekundarstufe I werden Variablen eingefiihrt,
Funktionsterme angegeben, Formeln hergeleitet und angewendet und einfache Gleichun-
gen gelost. Dabei werden zwar auch komplizierte Terme benutzt und erfolgreich bearbei-
tet, trotzdem bleibt oft Grundsitzliches unverstanden (vgl. ebd., 4f.). Verschiedene Stu-
dien zu Fehlern bei der Durchfiihrung von mathematischen Operationen zeigen, dass
Operationen hdufig auswendig gelernt, aber nicht nachvollzogen werden (siehe Kapitel
1.2).

Das , Verstehen eines Verfahrens” (Vollrath 2001, 52) ist mehr als die blofSe Fahigkeit,
einen Algorithmus oder eine Operation fehlerfrei und automatisiert anwenden zu kon-
nen, insbesondere wenn das spezielle Verfahren nur fiir ein begrenztes Problemfeld funk-
tioniert, die/der AnwenderIn es aber nicht auf verwandte Probleme tibertragen kann.
Beherrschen wird von Verstehen begitinstigt, ist diesem aber nicht gleichzusetzen. Ein
Verfahren ist erst dann verstanden, wenn sowohl sein Zweck, als auch der Algorithmus
bekannt ist und angewendet werden kann, dartiber hinaus bekannt ist, welche Vorausset-
zungen vorliegen miissen und vor allem, wenn verstanden ist, warum dieses Verfahren
funktioniert, d. h. welche Idee damit verfolgt wird (vgl. ebd.). Ubung fiihrt zwar zu einem
automatisierten und weitgehend fehlerfreien Beherrschen der Verfahren, verstanden sind
sie dadurch aber noch nicht. Fiir ein Verstehen muss das Verfahren begriindet und nach-
vollzogen werden (vgl. ebd., 55).
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Ob eine Operation nur beherrscht wird oder auch verstanden ist, hangt auch mit der
Gestaltung des Unterrichts zusammen. Vollrath (2001) unterscheidet zwischen systemori-
entiertem Lernen und problemorientiertem Lernen (vgl. ebd., 54 und 64). Als systemori-
entiert bezeichnet er einen Mathematikunterricht, dem ein vorgegebenes Bild der Mathe-
matik als geordnetes Gebilde von Definitionen und Sitzen zu Grunde liegt, die gelernt
werden sollen. Dahinter steht die Idee eines Lernens, das durch Merken und Nachvollzie-
hen von vorgegebenen Gedanken geschieht (vgl. ebd., 55). Die SchiilerInnen werden nicht
dazu angeregt, auf kreative Weise eigene Losungsideen zu produzieren und zu testen.
Mathematik wird nicht als historisch gewachsenes und weiterhin im Wachstum befindli-
ches Werkzeug zur Losung realer Probleme verstanden. Als problemorientiert bezeichnet
Vollrath Lernsituationen, die ndher am mathematischen Forschen orientiert sind: Vorge-
gebene oder selbst gestellte Probleme regen zum Nachdenken an, die Losungen werden
erst hinterher systematisch geordnet - wobei auch das Finden einer systematischen Ord-
nung selbst wieder ein Problem darstellt. Der Mathematik wird somit ein auch fiir die
SchiilerInnen ersichtlicher Sinn verliehen, der sich auch auf die Motivation der Lernenden
auswirkt (vgl. ebd., 65). Der Lehrplan fiir die gymnasiale Oberstufe zielt darauf, dass
Mathematik sowohl als bestehendes, systematisches Gebilde von Definitionen und Sat-
zen, das historisch gewachsen ist, aufgefasst wird, als auch als Werkzeug zur Anwendung
in Realsituationen (vgl. Schulministerium 1999, 13). Der Lehrplan fiir die Sekundarstufe I
gibt keine Sicht auf die Mathematik vor, zielt aber darauf ab, dass Mathematik genutzt
werden kann, ,um reale Problem mittels Modellbildung und -interpretation zu verstehen
oder zu losen” (Schulministerium 2007, 11). Die SchiilerInnen sollen Mathematik auch
auflerhalb des Mathematikunterrichts gewinnbringend einsetzen kénnen (vgl. ebd., 13).
Diese Ziele entsprechen einer Sicht, wie sie einem problemorientierten Unterricht zu
Grunde liegt. SchiilerInnen betrachten die Mathematik aber dennoch allzu oft als ein ferti-
ges, vorgegebenes Gebilde, dessen Regeln es auswendig zu lernen gilt. Diese Regeln wer-
den ohne Begriindung akzeptiert und angewendet, wodurch sich Regeln mitunter vermi-
schen oder anschaulich vollig unmogliche Ergebnisse als richtig akzeptiert werden. Ein
Verstandnis von Mathematik als erweiterbares und flexibles Werkzeug fehlt, wird aller-
dings auch weder im Lehrplan der Sekundarstufe II noch in dem der Sekundarstufe II
gefordert.

Aebli (2006) weist darauf hin, dass neu gelernte Verfahren immer in Verbindung mit
bereits gelernten stehen und diese erweitern (vgl. ebd., 214). Vollrath (2001) sieht in dem
»,Anreichern von Wissen” (ebd., 61) aber auch die Gefahr, dass dadurch anderes wieder
vergessen und der Zugriff auf das Wissen verzogert wird, wenn es mit vielen anderen
Lerninhalten verkntipft ist. Im gleichen Werk kritisiert der Autor aber, dass Sachverhalte
oft getrennt voneinander behalten werden und keine Beziehungen hergestellt werden. Er
spricht von einer reinen ,, Ansammlung” (ebd., 101) von Wissen ohne Struktur. Ein lang-
fristiges Lernen erfordert aber, dass Zusammenhinge hergestellt und aufeinander aufge-
baut werden (vgl. ebd.). Das Verkniipfen mit Bekanntem und das inkrementelle Auf-
bauen auf Vorwissen erleichtert das Lernen von neuen Inhalten und den Aufbau neuer
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oder erweiterter Kompetenzen. Auch im Lehrplan fiir die Sekundarstufe I wird darauf
hingewiesen, dass Kompetenzen ,nicht einzeln und isoliert erworben” (Schulministerium
2007, 17) konnen, sondern dass es Beziehungen zwischen den Inhalten gibt.

2.1 Fachdidaktische Einordnung

Mathematik soll nicht verstanden werden als Sammlung von systematisch sortierten Auf-
gaben und Losungen, sondern als Werkzeug, das dynamisch (weiter)entwickelt wird.
Deswegen spielen auch die verschiedenen, von der Kultusministerkonferenz (2003) for-
mulierten, prozessbezogenen Kompetenzen eine wichtige Rolle im Mathematikunterricht:
Modellieren, Problemldsen, Argumentieren, Darstellen, Kommunizieren (vgl. ebd., 8f.) und der
Umgang mit ,,symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik” bzw.
Rechnen (ebd.), wozu explizit auch Terme und Gleichungen gezihlt werden. Die Umset-
zung im nordrhein-westfdlischen Lehrplan orientiert sich an diesen Kompetenzen, was
auch fiir die inhaltsbezogenen Kompetenzen gilt, die in den Bundesbildungsstandards
von 2003 als , Leitideen” (ebd., 9) bezeichnet werden: Zahl, Messen, Raum und Form, funk-
tionaler Zusammenhang sowie Daten und Zufall. Terme und Gleichungen spielen fiir meh-
rere Leitideen eine Rolle, beispielsweise zur Notation von ,Rechengesetze[n]” (ebd., 10)
(Leitidee Zahl) oder bei der Analyse von Funktionen (Leitidee funktionaler Zusammen-
hang).

Angelehnt an den Beschluss der Kultusministerkonferenz sind in den Lehrpldnen in
Nordrhein-Westfalen verschiedene sogenannte prozessbezogene und inhaltsbezogene
Kompetenzen formuliert. Prozessbezogene Kompetenzen entsprechen den Kompetenzen
im KMK-Beschluss und sind den fachlichen Inhalten tibergeordnete Lernziele: Argumen-
tieren/Kommunizieren, Problemldsen, Modellieren, und der Umgang mit mathematischen
Werkzeugen (vgl. Schulministerium 2007, 12; vgl. Schulministerium 2004, 12). Sie sind
nicht isoliert von mathematischen Inhalten, sondern werden immer im Umgang mit kon-
kreten Inhalten erworben (vgl. Schulministerium 2007, 12). Die inhaltsbezogenen Kompe-
tenzbereiche entsprechen den Leitideen und beziehen sich auf konkrete mathematische
Unterrichtsinhalte: Arithmetik/Algebra, Funktionen, Geometrie und Stochastik (vgl. Schulmi-
nisterium 2007, 12; vgl. Schulministerium 2004, 12). Die Kompetenzbereiche werden in
den Kernlehrpldnen durch festgelegte inhaltliche Anforderungen konkretisiert. Dort wer-
den die erwarteten Kompetenzen zum Zeitpunkt des Schulabschlusses und zu festgeleg-
ten Zeitpunkten wihrend der Schulzeit festgelegt. Die Lehrpldne schreiben keine Metho-
den vor, sondern stellen ,die erwarteten Lernergebnisse” (Schulministerium 2007, 9) in
den Mittelpunkt. Die Verantwortung fiir die ,inhaltliche, thematische und methodische
Gestaltung” (ebd., 17) liegt somit bei den LehrerInnen, die im Sinne der individuellen For-
derung den Unterricht an den Lernenden orientieren, indem sie auch Schwerpunkte fest-
legen oder zusitzliche Inhalte behandeln konnen.

Terme und Gleichungen haben eine zentrale Bedeutung fiir verschiedene inhaltsbezo-
gene Kompetenzen, die die SchiilerInnen im Laufe der Sekundarstufe I erwerben sollen.
Im Kompetenzbereich Arithmetik/Algebra nimmt die mathematische Notation und Darstel-
lung mathematischer Gedanken einen wichtigen Platz ein. Terme werden genutzt, um
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»,Rechengesetze” (Schulministerium 2007, 15) zu formulieren und um verschiedene Zah-
lenrdume zu ergriinden. Die Bedeutung der mathematischen Formelsprache, tiber mathe-
matische Probleme kommunizieren zu kdnnen, wird auch an anderen Stellen betont (ebd.,
11). Explizit fordert der Lehrplan fiir die Sekundarstufe II am Gymnasium das Losen von
Gleichungen, wobei aber auch ausdriicklich zeichnerische Losungen und Ausprobieren
die Kompetenzerwartungen erfiillen (vgl. ebd.). Im Kompetenzbereich Funktionen haben
Terme und Gleichungen insofern eine Bedeutung, dass Funktionen durch ihre Funktions-
terme dargestellt werden sollen und mit funktionalen Zusammenhéngen gerechnet wer-
den soll (vgl. ebd.). Auch im Kompetenzbereich Geometrie kommen Terme und Gleichun-
gen vor, beispielsweise bei der Berechnung von verschiedenen geometrischen Grofien
oder der Formulierung des Satzes des Pythagoras, der explizit im Kernlehrplan gefordert
wird (vgl. ebd., 16).

In Verbindung mit den inhaltsbezogenen Kompetenzen spielen auch verschiedene pro-
zessbezogene Kompetenzen eine Rolle. So konnen Terme und Gleichungen genutzt wer-
den, um iiber mathematische Sachverhalte zu kommunizieren, um mathematische Aussa-
gen zu Uberpriifen oder verschiedene Losungswege zu vergleichen (Kompetenzbereich
Argumentieren/Kommunizieren). Terme und Gleichungen konnen genutzt werden, um Pro-
bleme zu strukturieren, allgemeine Aussagen zu verstehen und auf Spezialfille anzuwen-
den und Schlussfolgerungen zu ziehen (Problemldsen) und um lebensweltbezogene Pro-
bleme durch das Entwickeln und Interpretieren geeigneter mathematischer Modelle zu
verstehen und zu l6sen (Modellieren). Auch das Verwenden von Werkzeugen wie For-
melsammlungen oder Computeralgebrasystemen spielt im Umgang mit Termen und
Gleichungen eine Rolle.

Insgesamt soll der Mathematikunterricht die SchiilerInnen in die Lage versetzen,
Mathematik anzuwenden, um ihre Lebenswelt zu verstehen, iiber Mathematik zu kom-
munizieren und damit zur gesellschaftlichen Partizipation zu befdhigen (vgl. Schulminis-
terium 2007, 11).

Die ersten expliziten Kompetenzerwartungen in Bezug auf Termumformungen sind im
Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe I am Gymnasium fiir das Ende der Jahrgangsstufen
sieben und acht festgelegt (vgl. ebd., 26). Im Gegensatz zu den unteren Jahrgangen, wo in
Rechnungen in der Regel nur konkrete Zahlen vorkommen, werden hier erstmals Varia-
blen eingefiihrt und abstrakte Gleichungen wie die binomischen Formeln behandelt.
Ebenfalls fiir diese Jahrgidnge fordert der Kernlehrplan die Behandlung von linearen Glei-
chungen und Gleichungssystemen (vgl. ebd.). In der Jahrgangsstufe neun kommen qua-
dratische Gleichungen und entsprechende als Gleichungen formulierte Umformungsre-
geln hinzu (vgl. ebd., 31). Mit der Einfithrung neuer Schreibweisen wie der Quadratwur-
zel kommen auch neue Rechenregeln hinzu, die in der Regel als Gleichungen formuliert
werden. Fuir das Ende der Jahrgangsstufe neun fordert der Lehrplan die Kompetenz, zwi-
schen der Darstellung einer Funktion durch ihren Graphen und durch Wertetabellen und
der Darstellung durch ihren Funktionsterm wechseln zu kénnen (vgl. ebd.). In der Regel
werden hierfiir Gleichungen zur Anwendung kommen.



Fachdidaktische Einordnung 24

Der Lehrplan fiir die Realschule ist fast wortgleich mit dem fiir die Sekundarstufe I am
Gymnasium, es gibt nur marginale Unterschiede. So werden einige Kompetenzen wie das
Wurzelziehen oder der Umgang mit linearen Gleichungssystemen am Gymnasium bereits
am Ende der Jahrgangsstufe acht, an der Realschule erst am Ende der Jahrgangsstufe zehn
erwartet (vgl. Schulministerium 2007, 26; vgl. Schulministerium 2004, 29). Auf das Losen
von exponentiellen Gleichungen durch Probieren, das an der Realschule am Ende der
Klasse 10 erwarten wird (vgl. Schulministerium 2004, 29), wird am Gymnasium zuguns-
ten der Schulzeitverkiirzung verzichtet. Grundsatzlich werden von RealschiilerInnen am
Ende der Sekundarstufe I vergleichbare, fast identische Kompetenzen erwartet wie von
GymnasiastInnen.

Neben den durch die Lehrpldne festgelegten Kompetenzerwartungen haben die ver-
wendeten Schulbticher einen grofien Einfluss auf die Unterrichtsinhalte und -methoden,
orientieren sich aber ihrerseits natiirlich an den Kernlehrplinen. In Hinblick auf die
Zusammensetzung der Schiilerschaft am Oberstufen-Kolleg und das durchschnittliche
Kompetenzniveau nach der Aufnahme (siehe Kapitel 3.1) erscheint es sinnvoll, eine Uber-
sicht tiber die behandelten Themen der Sekundarstufe II anhand einer Schulbuchserie fiir
die Realschule zu erstellen. In der Schulbuchreihe ,Mathematik heute” (Griesel et al.
2005a bis 2008b) fiir Realschulen werden Zahlen erstmals in der Geometrie der fiinften
Klasse durch allgemeine Buchstaben reprasentiert (vgl. Griesel et al. 2005a, 159) und der
Flacheninhalt des Rechtecks allgemein durch die Gleichung ,A = a -b” (ebd., 209) ange-
ben. In der Ausgabe fiir die sechste Klasse werden Variablen ebenfalls ausschliefdlich im
geometrischen Kontext verwendet. In der siebten Klasse wird erstmals eine Ungleichung
von Variablen angegeben (vgl. Griesel et al. 2006, 129), ebenfalls in der Geometrie. Bei der
Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks wird erstmals die Bruchschreibweise der
Division mit Variablen benutzt (vgl. ebd., 151). Die erste Verwendung von Variablen
aufierhalb der Geometrie findet beim Vergleichen von rationalen Zahlen statt: ,, Welche
ganzen Zahlen darfst du fiir x einsetzen?” (ebd., 184). Erste Gleichungen werden ohne
standardisiertes Verfahren gelost (ebd., 192). Im Vordergrund, d. h. nicht einem anderen
Thema untergeordnet und formal behandelt, stehen Terme in der Jahrgangsstufe acht
(Griesel et al. 2007, 6ff.), wobei Termumformungen und Gleichungen behandelt werden.
Gleichungen werden durch Probieren und Umstellen gelost (vgl. ebd., 22ff.). Funktions-
terme werden ebenfalls erstmals in der achten Klasse angegeben (vgl. ebd., 144), wobei sie
erstmals in der neunten Klasse so bezeichnet werden (vgl. Griesel et al. 2008a, 6). Lineare
Gleichungssysteme werden grafisch (vgl. ebd., 42ff.) und algebraisch gelost (vgl. ebd.,
46ff.). Auch quadratische Gleichungen werden in der neunten Klasse behandelt (vgl. ebd.,
228ff.). In der zehnten Klasse werden erstmals neben den Variablen in einem Funktions-
term Parameter angegeben und Funktionenscharen untersucht (vgl. Griesel et al. 2008b,
8).

Auch der Lehrplan fiir die gymnasiale Oberstufe gibt inhaltliche und prozessbezogene
Kompetenzen fiir ein selbstbestimmtes Leben, zum Verstehen der Alltagswelt und zur
Bearbeitung komplexer Probleme als wesentliche Ziele des Mathematikunterrichts vor
(vgl. Schulministerium 1999, 5), wenn auch mit anderen Begriffen als im Lehrplan fiir die
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Sekundarstufe I. Anstelle von inhaltsbezogenen Kompetenzen werden im Lehrplan fiir
die Oberstufe verschiedene mathematische ,Ideen” (ebd., 6ff.) der Mathematik benannt,
die in der Schule behandelt werden sollen. Terme und Gleichungen werden an dieser
Stelle nicht ausdriickt genannt, werden im Unterricht aber dennoch eine wichtige Rolle
spielen. So ist das Losen von Gleichungen beispielsweise zentral fiir die Herleitung oder
Anwendung vieler Algorithmen, beim Modellieren und in der linearen Algebra. Der
Lehrplan fur die Sekundarstufe II setzt einen sicheren Umgang mit der mathematischen
Notation, mit Termumformungen und einfachen Gleichungen voraus und baut darauf
auf.

2.2 Fehlvorstellungen und typische Fehler

Studien tiber Schiilerfehler im Mathematikunterricht zielten zunéchst lediglich darauf ab,
mogliche Fehler aufzulisten und zu kategorisieren (vgl. Radatz 1980, 22). Deutlich wurde
dabei die grofie und uniiberschaubare Anzahl verschiedener Fehler. So machte Cox (1975)
allein in den Algorithmen zum schriftlichen Subtrahieren, Addieren, Multiplizieren und
Dividieren 223 unterscheidbare systematische Fehler aus (vgl. ebd., 208). Es ging in diesen
Studien aber nicht darum, etwas tiber die Ursachen der Fehler zu erfahren, tiber zu
Grunde liegende Fehlvorstellungen oder tiber mogliche Ansédtze, um sie zu tiberwinden.
Erst seit den achtziger Jahren werden die Ursachen fiir Fehler und die Denkprozesse, die
zu Fehlern fiihren, gesucht und untersucht (vgl. Vollrath 1994, 9). Es wurde deutlich, dass
verschiedene Fehler auf den gleichen Ursachen beruhen konnen oder verschiedene Ursa-
chen zu den gleichen Fehlern fithren kénnen. Die Erkenntnisse haben mittlerweile auch
Einfluss auf den Unterricht, beispielsweise durch eine Thematisierung in der Lehreraus-
bildung oder bei der Entwicklung von Schulbtichern, in denen auf mogliche Fehler hinge-
wiesen wird, um ihnen so zu begegnen (vgl. ebd., 10).

Die an dieser Stelle zusammengetragenen Fehler und Fehlerursachen im Umgang mit
Termen und Gleichungen beruhen grofitenteils auf den Arbeiten von Radatz (1980), Malle
(1993) und Vollrath (1994). Aufbauend auf Studien mehrerer anderer Autorlnnen stellen
sie eine Ubersicht von verschiedenen Fehlern zusammen. An manchen Stellen bleibt aller-
dings unklar, woher diese Erkenntnisse stammen, ob sie tiblich sind oder ob sie nur in
Einzelfillen beobachtet wurden. Wé&hrend Radatz allgemeine Ursachen fiir Fehler
benennt und bei konkreten mathematischen Inhalten zumeist in der Arithmetik bleibt,
beziehen Malle und Vollrath sich in ihren Darstellungen auf typische Schwierigkeiten der
Schulalgebra.

2.2.1 Hiirden der mathematischen Notation

Krauthausen und Scherer (2007) unterscheiden zwischen ,Konventionsverstdfien,
Rechenfehlern und Denkfehlern” (ebd., 203). Viele typische Fehler, die im Zusammen-
hang mit der Formelsprache der Mathematik stehen, zeigen aber, dass diese Fehlertypen
nicht isoliert voneinander betrachtet werden kénnen, weil Konventionsverstdfie Rechen-
fehler und Denkfehler nach sich ziehen konnen (und andersherum), wenn durch die Kon-
vention Assoziationen ausgeltst werden. Die Formelsprache ist nicht ,nattirlich”, sondern
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muss erlernt werden. Unsere heutige mathematische Notation entstand in einem Prozess,
der Jahrhunderte gedauert hat. Zweifellos hat die herausgebildete Notation viele Vorteile
gegeniiber vielen anderen denkbaren Notationen, beispielsweise ist sie schneller nieder-
zuschreiben als eine grammatikalisch korrekt verbalisierte Darstellung. Die durch Ubung
entstandene Leichtigkeit, mit der MathematiklehrerInnen mit der mathematischen
Schreibweise umgehen, darf sie aber nicht zu der falschen Annahme verleiten, dass diese
Notation intuitiv verstanden werden kann. Wie das Alphabet muss die Notation, die im
Laufe eines Schiilerlebens standig erweitert wird, zundchst gelernt werden, bevor mit ihr
gearbeitet werden kann (vgl. Baruk 1989, 31). Und sie enthdlt viele Stolpersteine, die zu
Fehlern in ihrem Umgang fithren konnen. Ein Beispiel ist die Regel ,Punkt-vor-
Strichrechnung” die als reine Konvention auch andersherum hétte lauten konnen.

Weitere Schwierigkeiten bilden sich durch Inkonsistenzen der Notation. So werden
beispielsweise Operatoren nicht immer einheitlich mit dem Operanden verkniipft, son-
dern je nach Operation wird der Operator einmal links, einmal rechts vom Operanden
geschrieben, einmal wird ein zusétzliches Symbol benétigt: 3a, a%, a + 3 usw. Was eigent-
lich der Unterscheidung zwischen den Operationen dienen und die Schreibweise knapp
halten soll, kann bei Ungetibten Verwirrung stiften und zur Verwechslung von Operatio-
nen fiihren. So konnen Fehler wie 23 = 6 oder 3a - a = 2 entstehen (vgl. Vollrath 1994, 84).
Eine andere Inkonsistenz besteht in der Konvention, den Malpunkt in der Multiplikation
weglassen zu konnen, bei der syntaktisch verwandten Addition jedoch nicht (vgl. ebd.).
Hinzukommt die Schwierigkeit, dass sich die Bedeutung des Nebeneinanderschreibens
von Ausdriicken scheinbar im Laufe einer Schullaufbahn verdndert: In den unteren Jahr-
giangen bedeutet Nebeneinanderschreiben, dass eine Addition vorgenommen wird, bei-

3 3
spielsweise in 13 =10 + 3 oder in 4 1 = 4+Z , beim ersten Auftauchen von Variablen steht

es aber scheinbar plotzlich fiir eine implizite Multiplikation: 3xy (vgl. Malle 1993, 135f.).
Dieser Widerspruch, den sowohl LehrerInnen als auch SchiilerInnen vermutlich gar nicht
bewusst als solchen wahrnehmen, kann zu Fehlern wie 4x =10 = x = 6 oder 3 + a = 3a
fithren (vgl. Vollrath 1994, 91). In der Tat ist die Verwechslung von Operationen ein hdufi-
ger Fehler in der Schule. Verwechselt werden insbesondere Operationen, die didaktisch
dhnlich eingefiihrt werden, wobei meist die elementarere Rechnung einer komplexeren
vorgezogen wird: Addition statt Multiplikation, Subtraktion statt Division, Multiplikation
statt Potenzieren (vgl. Malle 1993, 166; Vollrath 1994, 200). Letzteres, also Fehler wie 23 = 6
oder a®=b?, ist der héufigste Fehler bei Potenzen (vgl. Vollrath 1994, 33).

Operationen werden sowohl beim Umgang mit konkreten Zahlen als auch bei Termen
verwechselt: Typisch sind Verwechslung von Termen wie 2x und x? (vgl. ebd., 82). Beim
Losen von Gleichungen kann diese Verwechslung dazu fiihren, dass auf den beiden Sei-
ten der Gleichung scheinbar unterschiedliche Operationen durchgefiihrt werden, ohne
dass dies beabsichtigt wird (vgl. ebd., 191). Davon zu unterscheiden ist der Fehler, dass
tatsachlich unterschiedliche Operationen auf den beiden Seiten der Gleichung vorgenom-
men werden, weil ein Verstindnis fiir die Aquivalenz fehlt (siehe unten).
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Auch die Bedeutung von Operatoren wandelt sich im Laufe einer Schullaufbahn. In
der Grundschule stellt ein ,, Rechenzeichen” (Griesel et al. 2005a, 70) eine , Rechenanwei-
sung” (ebd.) dar, also eine Aufforderung zu einer Handlung (wie in ,4 +3” mit der
Losung ,7”), in spdteren Klassen werden sie aber auch als Teil eines Zahlnamens verwen-
det, z. B.x + 3 oder x (vgl. Malle 1993, 136f.). Ein Term wie ,2b” wird als Ergebnis einer
Rechnung daher nicht akzeptiert, da die Aufgabe ,noch nicht zu Ende gerechnet” ist.
Auch das Gleichheitszeichen wird von einer Aufforderung zu rechnen (wie in ,2 - 6 ="
mit der Losung ,,12” oder ,1 + [] = 9” mit der Lésung ,,8”) zu einem Zeichen mit neuer
Bedeutung, ndmlich zu einem Vergleichszeichen (vgl. Malle 1993, 137), das die Gleichheit
von Termen angibt oder auch zur Definition von Funktionen benutzt wird.

Eine weitere Hiirde der Notation stellen Klammern dar. Formal sind die meisten der
Verknuipfungen, die in der Schule vorkommen, nur fiir zwei Operanden definiert und
Konventionen oder Assoziativgesetze erlauben das Weglassen von Klammern. In der
Schule dagegen ist die Mathematik nicht so streng formalisiert und Klammern werden
nicht weggelassen, wo es moglich ist, sondern hinzugefiigt, wo es notig ist. Klammern
erlauben (aus Schiilersicht) das Uberwinden von Konventionen der Notation. Diese Sicht-
weise auf Klammern kann zu Schwierigkeiten bei der Anwendung des Distributivgeset-
zes fithren, wenn ndmlich der Faktor vor einer geklammerten Summe nur mit dem ersten
Summanden multipliziert wird. Ein wichtiger Spezialfall ist die ,Minusklammer”, d. h.
eine Klammer, vor der ein Minuszeichen steht. Durch die implizite, aber nicht geschrie-
bene eins vor der Klammer, hat der Term nicht die iibliche Form, mit der das Distributiv-
gesetz eingefiihrt wird. Als typischer Fehler bei Termumformungen ergibt sich das Aufls-
sen von solchen Klammern, z. B. 3a - (2a + b)=3a - 2a + b (vgl. Vollrath 1994, 82).

Neben der Notation kommt auch der fach- und umgangssprachlichen Formulierung
im Mathematikunterricht eine wichtige Bedeutung zu. Im Zusammenhang mit Gleichun-
gen ist beispielsweise die Sprechweise problematisch, dass ein Summand , auf die andere
Seite” (ebd., 192) gebracht wird, wobei ein Wechsel des Vorzeichen vorgenommen wer-
den muss, denn bei dieser Sprechweise wird nicht deutlich, dass auf beiden Seiten der
Gleichung die gleiche Operation durchgefiihrt wird. Diese von der Lehrkraft eingefiihrte
und von den Lernenden tibernommene Formulierung kann daher eine ungenaue Vorstel-
lung vom Umgang mit Gleichungen erzeugen. Tatséchlich besteht ein h&ufiger Fehler
beim Losen von Gleichungen darin, dass auf beiden Seiten der Gleichung unterschiedli-
che Operationen durchgefiihrt werden.

Wenn auf einer Seite eine Subtraktion, auf der anderen Seite eine Addition oder auf
einer Seite eine Division, auf der anderen Seite eine Multiplikation vorgenommen wird,
spricht dies fiir die Vorstellung, dass ein Term , auf die andere Seite” gebracht wird (vgl.
ebd., 201). Wenn eine Operation nur auf eine Seite angewendet wird, fehlt ebenfalls offen-
bar ein Verstindnis dafiir, dass die Gleichheit beim Losen einer Gleichung in jedem
Schritt gilt und die Gleichungen aller Schritte d&quivalent zueinander sind.
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2.2.2 Die Lernbiographie

Wie durch die obige Diskussion der Bedeutungsdnderung der Notation im Laufe der
Schulzeit bereits angedeutet, hat die Lernbiographie der einzelnen Schiilerlnnen Auswir-
kungen auf spatere Fehler oder den spéteren Lernerfolg. Im Zusammenhang mit Termen
und Gleichungen in der Oberstufe gilt dies vor allem - wie sich auch in den Interviews
am Oberstufen-Kolleg zeigt - fiir die Bruchrechnung. Das Rechnen mit einfachen Briichen
ist fur die Jahrgédnge fuinf und sechs vorgesehen und wird in den Jahrgangsstufen sieben
und acht erweitert (vgl. Schulministerium 2007, 21 und 26). Terme, die nicht-ganzzahlige,
rationale Koeffizienten enthalten, konnen nur vereinfacht werden, wenn die SchiilerInnen
mit Briichen (und ggf. auch mit negativen Zahlen) umgehen kénnen (Vollrath 1994, 78).

Die Lernbiographie stellt auch deswegen einen wichtigen Faktor dar, weil sie Auswir-
kungen auf die Bildung von Vorstellungen neuer mathematische Inhalte hat. Fehler kon-
nen dadurch entstehen, dass mathematische Inhalte durch die Lernenden nicht mit Vor-
stellungen unterlegt werden, sondern auf bereits bestehende Vorstellungen zuriickgegrif-
fen wird, die in anderen Zusammenhéngen sinnvoll sind (vgl. Fischbein et al. 1990, 28). So
konnen sich systematische Fehler bilden, die aber wegen der bereits etablierten Vorstel-
lungen sehr gefestigt sind. Fischer et al. konnten auch zeigen, dass eine andere Formulie-
rung einer Aufgabenstellung dazu fithren kann, dass auf eine andere Vorstellung zurtick-
gegriffen wird (vgl. ebd., 27).

2.2.3 Automatisierung

Fehler treten insbesondere dann auf, wenn Verfahren nicht verstanden, sondern nur aus-
wendig gelernt werden, um sie beherrschen zu konnen. Dies begtinstigt Fehler, die durch
Analogien und Assoziationen in der Notation induziert werden, aber auch Fehler, die ver-
mieden worden wiren, wenn ein Ergebnis mit etwas ,gesundem Menschenverstand”
betrachtet worden wdre. Ein realistisches Problem mit realistischen Annahmen kann
keine vollig unrealistische Losung haben. SchiilerInnen werden aber in der Schule darauf
trainiert, die Zahlen einer Textaufgabe so miteinander zu kombinieren, dass die Rech-
nung irgendwie plausibel erscheint. Eine weitere Beschaftigung mit dem Problem ist in
der Regel nicht nétig. So sind SchiilerInnen im Mathematikunterricht (und nur dort)
bereit, das Alter eines Kapitdns anhand der geladenen Fracht zu berechnen (vgl. Baruk
1989, 32). Baruk (1989) diskutiert tiber im Unterricht trainierte, aber nicht verstandene
Tricks oder Rechenregeln, die zu ,Automathismen [sic]” (ebd., 34) im Denken fiithren und
auf Probleme mit anderen Voraussetzungen iibertragen werden. Tatséchliche Uberlegun-
gen werden nicht mehr angestellt und der Mathematikunterricht erreicht das Gegenteil
seiner eigentlichen Intention.

Bis vor einigen Jahrzehnten war ein auf das automatisierte Berechnen angelegter
Mathematikunterricht allerdings noch véllig tiblich. Auch die mathematikdidaktische
Forschung beschiftigte sich mit Fehlern, die beim automatisierten Berechnen auftreten. In
den Studien, auf die Radatz (1979) sich bezieht, und die fiir ihre Zeit typisch sind, geht es
in der Regel ausschliefillich um Fehler, die durch falsches Anwenden oder Vermischen
von auswendig gelernten, aber womdglich unverstandenen Algorithmen, entstehen.
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Gesucht wurde mehr nach den Fehlerquellen der Algorithmen als nach Ursachen von
Fehlvorstellungen. Als Fehlerquellen der Algorithmen wurden vor allem Verhoren, Ver-
schreiben, Vermischen von verschiedenen Algorithmen und kognitive Schwierigkeiten
auf der Seite der Lernenden ermittelt (vgl. ebd., 30).

Begtinstigt wird eine solche automatisierte Herangehensweise an Mathematikaufgaben
- inbesondere an Textaufgaben - durch sprachliche Barrieren wie fehlendes Textverstand-
nis (vgl. Radatz 1980, 37ff.). Eine Hiirde konnen dabei alltagssprachliche Begriffe wie
,Funktion” oder ,Produkt” sein, die fachsprachlich in anderer Bedeutung verwendet
werden. Und so sind , Schwierigkeiten im Sachrechnen [...] nur in den seltensten Fallen”
(Lorenz/Radatz 1993, 143) durch rechnerische Schwierigkeiten begriindet. Ahnliche
Schwierigkeiten gibt es bei der Interpretation von Darstellungen (vgl. Radatz 1980, 37ff.).

Eine weitere fiir Gleichungen spezifische Schwierigkeit, die durch eine formalisierte
und automatisierte, aber nicht verstindnisorientierte Bearbeitung entsteht, besteht darin,
dass nicht berticksichtigt wird, dass Losungen durch Umformungen (z. B. Quadrieren
und Wurzelziehen) hinzukommen oder verloren gehen konnen (vgl. Vollrath 1994, 223).

2.2.4 Schemata und ihre Folgen

In der Kognitionspsychologie wird Faktenwissen hdufig als Netzwerk dargestellt. Ein-
zelne Sachverhalte sind als Knoten dargestellt, die Kanten stehen fiir gelernte Verbindun-
gen. Beim Lernen wird das Netzwerk um Knoten und Kanten erweitert, beim Vergessen
fallen dagegen Knoten und Kanten weg (vgl. Vollrath 2001, 104). Zusammenfassen
(Chunking) und Abstraktion von Sachverhalten bedeutet eine Vereinfachung des Gra-
phen. Eine Fehlerquelle besteht somit in einer unzuldssigen Vereinfachung durch Verall-
gemeinerung von speziellen Sachverhalten. Das Abstrahieren ist ein wichtiger Teil des
Mathematiklernens. Mathematische Sachverhalte werden nicht nur fiir Spezialfille
gelernt, sondern als verallgemeinerte, abstrakte Schemata (Regeln) gemerkt. Das birgt
aber die Gefahr, dass auch unzulissige Verallgemeinerungen stattfinden: Ubergeneralisie-
rung. Ein Beispiel dafiir ist die analoge Ubertragung der binomischen Formen auf die
Multiplikation: Die Formel (a + b)2=a? + 2ab + b? wird verallgemeinert zum Schema
(@ob)2=a2 < 2ab © b? und dann bei der Multiplikation als (a - b)>=a? - 2ab - b? ange-
wendet. Ein anderes Beispiel ist die Abstraktion vona + 0 =aund a-1 = a zu ,,a  beson-

1
dere Zahl = a”, was zu den typischen Fehlern a-0 = a oder a~ =0 fithren kann (vgl. Malle

1993, 172ff.). Das , Weglafischema” (ebd., 176ff.) beim Rechnen mit rationalen Zahlen, das

a-b+c _b+c

aus der Ubergeneralisierung des Kiirzens entsteht, fiihrt zu Fehlern wie

a-d d
X+b-
oder 2252V —q4p
X+y
: N . . . _atb_a
Das durch Verallgemeinerung auf Summen {iibertragene Kiirzen wie in b o stellt
c c

einen hdufigen Fehler bei Termumformungen dar (vgl. Vollrath 1994, 82).
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Ein Sonderfall von iibergeneralisierten Regeln sind unzuldssige Linearisierungen, d. h.
die Umformung eines Terms der Form {(a + b), wobei <> eine Operation auf die Summe
a + b ist, zu &(a) + O(b). Ein Beispiel ist die unzuldssige Linearisierung bei der Addition
von Kehrwerten wie bei der Berechnung von elektrischen Widerstanden:

1 1 1

E:§+E=>R:R1+R2 (vgl. Malle 1993, 175) oder die Linearisierung des Kehrwerts
1

2

> :l2+1 (vgl. ebd., 171). Auch beim Wurzelziehen besteht ein hdufiger Fehler

X+x  x7 X
im Linearisieren: ya’+b”*=a+b (vgl. Vollrath 1994, 82).

Auch die Ubergeneraliserung von ,Regeln iiber Regeln”, sogenannter Metaschemata,

selbst:

ist moglich. Beispielsweise kann aus der Regel x-y=0=x=0Vy=0 zusammen mit dem
Metaschema ,Bei Formeln kommt es nicht auf Zahlen an” das fehlerhafte Schema
xy=2=x=2Vy=2 gebildet werden (vgl. Malle 1993, 179f.).

Ubergeneralisierungen kénnen auch bewusst durchgefiihrt werden, wenn ein Schiiler
bei der Losung einer Aufgabe mit seinem Wissen nicht weiterkommt und eine Verallge-
meinerung als ,, Reperatur-Handlung [sic]” (Lorenz/Radatz 1993, 27) einsetzt, in der Hoff-
nung, richtig zu raten.

Die Ubergeneralisierung kann durch die Notation begiinstigt werden, der man nicht
ansieht, welche Umformungen erlaubt sind, und welche nicht. Beispiele fiir Fehler, die
durch solche unerlaubten Analogien durch die Notation entstehen, sind

Vatb=+a+/b analog zu Va-b=ya/b

* (a+b)*=a*+ b’analog zu (a'b)* = a*b?

« a’""°=a’+a‘analog zu a:(b+c) =a'b + a-c (vgl. Malle 1993, 161)
a+(b-c)=(at+b)(a+tc)analogzua(b+c)=ab+ac(vgl Vollrath 1994, 84).

Fehler durch Analogien treten nicht nur durch dhnliche Notationen auf, sondern z. B.
auch durch dhnliche Formulierungen in Aufgabenstellungen (vgl. Radatz 1980, 37ff.).

Nicht nur durch Verallgemeinerungen kénnen Fehler entstehen, auch durch ein enges
Verstdndnis von Begriffen konnen Schwierigkeiten auftreten - z. B. durch die Vorstellung,
dass eine Spiegelachse in einer Abbildung grundsétzlich vertikal verlaufen muss oder
dass das ,x” in einer Gleichung auf der linken Seite stehen muss (vgl. Vollrath 1994, 222).
Eine Gleichung wie 15 = 3x wird dann zundchst umgeformt zu -3x = -15, was die Rech-
nung unnotig erschwert und Potenzial fiir Fehler birgt. Es fehlt ein Bewusstsein fiir die
Symmetrie der Gleichheitsrelation. Ursache fiir zu eng gefasste Begriffe oder Schemata ist
meist eine einseitige Prasentation im Unterricht (vgl. Radatz 1980, 371f.).

2.2.5 Psychologische Faktoren

Der Wunsch, die Aufgabe zu 16sen, dominiert mitunter gegeniiber der Anwendung von
Rechenregeln (vgl. Malle 1993, 206ff.). Um zum Ziel zu gelangen, werden also auch
~Regeln” akzeptiert, die gar keine sind, aber ein schnelles Ende der Rechnung in Aussicht
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stellen. Im Zusammenhang dazu steht der pragmatische, im Alltag und in anderen Schul-
fachern hdufig sinnvolle Ansatz, die Elemente einer Aufgabe, die sie schwierig und im
Einzelfall unlosbar erscheinen lassen, wegzulassen. Dahinter steht die Erwartung, dass
das Ergebnis des vereinfachten Problems der tatsdchlichen Losung zumindest nahe
kommt, und dass es (auch im Hinblick auf eine Leistungsbewertung) besser ist, ein Pro-
blem ,halbwegs” zu losen, als gar nicht und wenigstens ,,das Beste zu geben”. Wenn also
die Gleichung x + 4 = x + 2 + x™ als unlosbar erscheint, liegt es fiir einige SchiilerInnen
nahe, wenigstens die Gleichung x + 4 = x + 2 zu l6sen und nicht untétig zu bleiben. Das
Weglassen von Teilen eines Terms stellt also eine willkiirliche Vereinfachung dar. Eine
andere Form der willkiirlichen Vereinfachung besteht darin, fiir Parameter Werte zu wih-
len und somit nur noch einen speziellen Vertreter einer Schar von Problemen zu 16sen,
oder Teile der Aufgabenstellung nicht zu berticksichtigen, um die Komplexitdt zu redu-
zieren (vgl. Radatz 1980, 37ff.).

Vereinfachungen sind emotional durch den Wunsch begriindet, schnell zu einem
Ergebnis zu kommen. Ebenfalls emotional begriindet ist eine impulsive Bearbeitung der
Aufgaben: Die erstbeste Idee zur Losung einer Aufgabe wird verfolgt, Alternativen wer-
den nicht abgewogen (vgl. ebd.), d. h. der Losungsprozess nach Kagan und Kogan (1970)
ist unvollstandig (siehe Kapitel 1.2).

Neben den emotionalen Faktoren gibt es andere psychologische Faktoren wie Unauf-
merksamkeiten, die zu reinen Fliichtigkeitsfehlern fiithren, die aber nicht auf systemati-
schen Fehlstrategien beruhen. Fliichtigkeitsfehler gehoren zu den typischen Fehlern bei
Termumformungen (vgl. Vollrath 1994, 91). Ahnlich ist das Vergessen von Zwischener-
gebnissen und dem Weiterrechnen mit einem anderen Wert (vgl. Radatz 1980, 37ff.). Aber
auch solche Fehler konnen strukturelle Ursachen haben, wenn nidmlich ein/e SchiilerIn
starke Probleme mit der Aufmerksamkeit oder dem Kurzzeitgedédchtnis hat. Dann bietet
sich eine spezifische Forderung dieser kognitiven Schwéchen an.
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3 Diagnostische Interviews am Oberstufen-Kolleg

Obwohl verschiedene Diagnoseformen seit Jahrzehnten eingesetzt werden, gibt es zu eini-
gen nur wenig fachwissenschaftliche Literatur. Dies gilt insbesondere fiir die Diagnose im
Mathematikunterricht der Oberstufe, da sich der Grofdteil der Literatur auf die Grund-
schule bezieht. Individuelle Férderung unter den Bedingungen von Heterogenitét ist aber
auch ein Thema in der Sekundarstufe II. Im Zuge der Inklusionsbestrebungen wird sich
die Bedeutung in Zukunft noch erh6hen. Aufbauend auf den oben dargestellten Stand der
mathematikdidaktischen Forschung wurde daher eine Diagnoseform in der Oberstufe
erprobt. Es wurden Diagnoseinterviews zu den Themen Termumformungen und dem
Losen von Gleichungen durchgefiihrt, insgesamt also {iber die wesentlichen Kompeten-
zen der Schulalgebra in der Sekundarstufe I. Untersucht wurden die Fragestellungen:

1. Welche Ursachen haben die Rechenschwierigkeiten der interviewten KollegiatIn-
nen beim Umgang mit Termen und Gleichungen?

2. Welche Aspekte miissen bei der Vorbereitung, Duchfiihrung und Analyse von
Diagnoseinterviews in der Oberstufe beriicksichtigt werden? Wie unterscheiden
sich Diagnoseinterviews in der Oberstufe von jenen mit jiingeren SchiilerInnen?

Die Methodik, sowie Vor- und Nachbereitung der Interviews werden im Folgenden dar-
gestellt. Die Interviewprotokolle finden sich im Anhang.

3.1 Individuelle Férderung am Oberstufen-Kolleg

Das Oberstufen-Kolleg Bielefeld ist eine Versuchsschule des Landes Nordrhein-Westfalen.
Erforscht wird vor allem der Ubergang zwischen Schule und Hochschule, aber auch die
Erforschung neuer Lernformen im Hinblick auf Heterogenitit gehort zum Forschungsauf-
trag. Die wissenschaftliche Begleitung des Schulversuchs erfolgt durch die Universitit
Bielefeld (vgl. APO-OS, §1). Auch das Lernen selbst ist am Oberstufen-Kolleg mit der Uni-
versitdt vernetzt. So konnen unter Umstdnden besuchte Veranstaltungen an der Universi-
tat als Unterrichtsleistung anerkannt werden (vgl. APO-OS §1 Abs. 3). An die Stelle der
Leistungskurse der gymnasialen Oberstufe treten sogenannte Studienfiacher, die ab dem
zweiten Halbjahr zu besuchen sind (vgl. APO-OS §9 Abs. 1). Die Vernetzung schlégt sich
auch im Sprachgebrauch wieder: Die Halbjahre werden als Semester bezeichnet, die Ler-
nenden nennen sich nicht SchiilerInnen, sondern KollegiatInnen (vgl. Boller et al. 2008a,
65), die LehrerInnen nennen sich Lehrende.

Um unter den Bedingungen grofier Heterogenitdt forschen zu konnen, wird eine
besondere Zusammensetzung der Schiilerschaft durch das Auswahlverfahren sicherge-
stellt, an dem die BewerberInnen teilnehmen. Die Bewerberlnnen fiithren vor der Auf-
nahme Gespréche, u. a. tiber Motivationen und Leistungen (vgl. Boller/Mboller 2009, 28).
Besonders fiir die SchiilerInnen, die nicht auf dem traditionellen Bildungsweg zum Abitur
gelangen, spielt individuelle Férderung eine wichtige Rolle (vgl. Boller et al. 2008b, 174).
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Am Auswahlverfahren nehmen daher auch SchiilerInnen ohne formale Zugangsberechti-
gung fiir die gymnasiale Oberstufe teil - fast jede/r zweite SchiilerIn hat keinen fiir die
Oberstufe qualifizierenden Schulabschluss. Etwa 40 Prozent der Schiilerlnnen haben
einen Migrationshintergrund (Abschlussjahrgang 2006), was fast dem doppelten Wert
durchschnittlicher Gymnasien (22,8 %) entspricht und leicht unter dem durchschnittli-
chen Wert fiir die Oberstufe an Gesamtschulen (53 %) liegt (vgl. Glassing/Sterzik 2008, 8).

Aufgrund der Heterogenitit sind Diagnose und Férderung besonders notig, wobei der
Blick aber nicht nur auf SchiilerInnen mit besonderen Schwierigkeiten gerichtet wird (vgl.
Boller/Moller 2009, 28f.). Die Bewerberlnnen nehmen in den Fachern Mathematik,
Deutsch und Englisch an einer Eingangsdiagnose teil, die dariiber entscheidet, ob sie in
dem entsprechenden Fach keinen, einen oder zwei sogenannte Briickenkurse besuchen
miissen, um Inhalte aus der Sekundarstufe I aufzuarbeiten (vgl. APO-OS, §15). In den ver-
gangenen Jahren lag die Zahl der KollegiatInnen, die einen Briickenkurs in Mathematik
besuchen mussten zwischen 42 und 53,9 Prozent (vgl. WE OS 2010, 30). Zusammen mit
den sogenannten Basiskursen sollen sie auf eine Studierfihigkeit hinarbeiten und eine
Grundlage fiir die folgenden Schuljahre schaffen. Daneben gibt es Moglichkeiten fiir indi-
viduelle Formen der Leistungserbringung und -bewertung (vgl. Boller et al. 2008b, 178),
ein grofies Beratungsangebot (u.a. Berufsberatung und psychologische Beratung) und
jede/r SchiilerIn wihlt sich eine bzw. einen der Lehrenden als personliche/n Ansprech-
partnerIn (vgl. Boller/Mbéller 2009, 29). Die Kollegiatlnnen berichten, dass ihnen die Mog-
lichkeiten zur individuellen Beratung besonders wichtig sind (vgl. ebd., 31).

Im Rahmen des Schulversuchs werden verschiedene sogenannte Forschungs- und Ent-
wicklungsprojekte am Oberstufen-Kolleg durchgefiihrt. Unter dem Leitthema Individuelle
Forderung unter Bedingungen der Heterogenitit erforschen vier Projekte mit verschiedenen
Schwerpunkten Moglichkeiten zur individuellen Unterstiitzung. Das Projekt Diagnose und
Forderung fiir die Eingangsphase im Fach Mathematik erforscht, wie die Mathematik-
Eingangsdiagnose weiterentwickelt werden kann, um Aussagen tiber spezifische Forder-
bedarfe in Bezug auf inhaltsbezogene Kompetenzen treffen zu kénnen (vgl. WE OS 2010,
31). Die Eingangsdiagnose hatte zundchst ausschlielich die Funktion, dartiber zu bestim-
men, ob Briickenkurse in Mathematik besucht werden miissen, aber wurde nicht herange-
zogen, um spezifische Empfehlungen zu generieren. Dartiber hinaus entwickelt das Pro-
jekt Forderangebote und zusétzliche diagnostische Elemente (vgl. ebd.). An dieser Stelle
gibt es Schnittpunkte zwischen der vorliegenden Arbeit und dem Forschungs- und Ent-
wicklungs-Projekt.

Die mathematischen Kompetenzen der Kollegiatinnen zu Beginn ihrer Ausbildung am
Oberstufen-Kolleg liegen in etwa auf einer Stufe mit denen von SchiilerInnen an Real-
schulen (vgl. Brandt 2008, 259f.). Auf Grund der notwendigen Extrapolation der Daten
- die Realschule endet nach dem zehnten Schuljahr, dariiber hinaus lagen Messdaten nur
fiir das achte Schuljahr vor (vgl. ebd.) - ist dieser Vergleich allerdings als sehr unsicher
einzustufen. Am Ende der Schulzeit liegt die mathematische Kompetenz im Durchschnitt
zwischen der von SchiilerInnen von Fachoberschulen und von Berufsschulen, aber deut-
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lich unter der von Abiturientlnnen traditioneller Gymnasien (vgl. ebd., 260). Die Erpro-
bung von Diagnosemethoden und die Erweiterung des Forderangebots liegt daher im
Interesse der Schule und des Forschungs- und Entwicklungsprojektes.

Mit Kollegiatinnen des Oberstufen-Kollegs wurden fiir diese Arbeit diagnostische
Interviews durchgefiihrt, in denen Kompetenzen bei Termumformungen und dem Losen
von Gleichungen getestet wurden. Ziel war neben der Entwicklung individueller Forder-
angebote insbesondere die Erforschung und Erprobung der Diagnosemethode am Ober-
stufen-Kolleg. Entsprechend des Grundsatzes der Schule, dass in den ersten beiden
Semestern unter anderem die , Forderung basaler Kompetenzen und Ausgleich von Defi-
ziten im Mittelpunkt” (Boller/Moller 2009, 29) steht, sollte der Schwerpunkt auf Kollegia-
tlnnen gelegt werden, die einen Mathematik-Briickenkurs wihrend der Eingangsphase
(das erste Jahr am Oberstufen-Kolleg) belegen. Diese Zielgruppe musste aber im Verlauf
der Vorbereitungen erweitert werden (siehe Kapitel 3.2).

3.2 Methodik

Vor der Erstellung der Interviewaufgaben wurde die Eingangsdiagnose ausgewertet, um
einen Eindruck der typischen Schwierigkeiten der Kollegiatinnen zu erhalten. Da zu die-
sem Zeitpunkt nicht feststand, welche KollegiatInnen an den Interviews teilnehmen wiir-
den, konnten nicht die speziellen Bogen dieser Personen analysiert werden, was sicherlich
sinnvoll gewesen wire. Durch die Auswertung mehrerer Diagnosebogen (siehe Kapitel
3.3) konnten aber wichtige Erkenntnisse gewonnen werden, die bei der Erstellung und
Auswahl der Diagnoseaufgaben hilfreich waren.

Fiir die Interviews wurden letztendlich sechs Aufgaben erstellt, von denen drei Aufga-
ben analog zu Aufgaben der Eingangsdiagnose sind. Zusétzlich zu diesen drei Aufgaben
wurden den Interviewten drei kompetenzorientierte Aufgaben gestellt. Fiir die Interviews
wurde jeweils eine Aufgabe auf ein DIN-A4-Blatt gedruckt und den KollegiatInnen vorge-
legt. Unter der Aufgabenstellung befand sich ausreichend Platz fuir die Losungsmitschrift.
Die Mitschriften der Interviews finden sich im Anhang.

Es wurde ein Leitfaden mit Standardaufforderungen und -fragen erstellt, der sich an
einem Leitfaden bei Hafner/vom Hofe (2008) orientiert, aber stellenweise im Sprachge-
brauch und inhaltlich an die Interviewsituation, insbesondere im Hinblick an das Alter
der TeilnehmerInnen, angepasst wurde (vgl. ebd., 15). Der Leitfaden ist im Anhang abge-
druckt (S. 74). Er enthilt eine Einleitung, in denen die Kollegiatlnnen auf den Zweck,
Dauer und Methodik der Interviewstudien hingewiesen werden. Die Einleitung wurde zu
Beginn jedes Interviews frei vorgetragen und gefragt, ob es noch Verfahrensfragen gibt.
Danach wurde mit der ersten Aufgabe begonnen. Im weiteren Verlauf der Interviews
wurde der Leitfaden als roter Faden benutzt. Aufgrund der Individualitdt der Interviews
bestand aber keine Notwendigkeit, sich strikt daran zu halten. Vielmehr wurde versucht,
auf die Situation zu reagieren. Im Laufe der Interviews stellte sich aber auch heraus, dass
es schwierig ist, einerseits auf die aktuelle Situation einzugehen und andererseits die Ori-
entierung am Leitfaden beizubehalten. Da das Ziel der Interviews aber in der Erprobung
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der Methode fiir den unterrichtsbegleitenden Einsatz und in der Diagnose der Kompeten-
zen der einzelnen KollegiatInnen lag, nicht aber darin, verallgemeinernde Aussagen zu
generieren, erscheint die Abweichung vertretbar.

Von den Interviews wurde jeweils eine Audio-Aufzeichnung vorgenommen, die
anschlieffend transkribiert wurde. Die vollstandigen Transkripte sind im Anhang zu fin-
den. Die Transkription wurde Wort fiir Wort vorgenommen und nicht nur sinngemass,
wobei auch Fiilllaute wie ,,dh” oder Wort- und Satzteilwiederholungen wie ,weil, weil”
(Transkript Eduard, Z. 171) aufgenommen wurden, da diese Stellen moglicherweise
Schwierigkeiten mit der Aufgabe kennzeichnen. In den meisten Féllen handelt es sich
aber wohl nur um Schwierigkeiten mit der Verbalisierung, nicht mit der Mathematik,
oder um schlichte Angewohnheiten. Pausen im Sprechen wurden in den Transkripten
gekennzeichnet. Die Transkripte wurden um die Mitschriften ergianzt, die an der jeweili-
gen Stelle vorgenommen wurden. Aus den Transkripten geht allerdings nicht immer ein-
deutig hervor, ob die Mitschrift verfasst wurde, nach, vor oder wiahrend die/der Teilneh-
merln etwas sagt.

Urspriinglich war geplant, ca. sechs Interviews mit TeilnehmerInnen der Briickenkurse
durchzufiihren. Mehrere Teilnahmeaufrufe blieben allerdings ohne Resonanz, was wohl
hauptsdchlich daran liegt, dass die Aufrufe per E-Mail und per Postfach kurz vor den
Sommerferien erfolgten. Zu dieser Zeit fand an der Schule Projektunterricht statt, weswe-
gen die Briickenkurse nicht mehr stattfanden und die Moglichkeit, direkt in den Kurs zu
gehen das Vorhaben vorzustellen, nicht bestand. Riickblickend hitten die TeilnehmerIn-
nen daher mindestens zwei Wochen eher angesprochen werden miissen. Stattdessen wur-
den einige Projekte besucht, um KollegiatInnen fiir die Teilnahme zu gewinnen. Der mog-
liche Teilnehmerkreis wurde erweitert, es wurde jedoch darauf hingewiesen, dass es sich
um eine Untersuchung tiber Schwierigkeiten handelt und die TeilnehmerInnen jeweils
individuelle Ratschldge zur Kompetenzsteigerung erhalten und sich die Teilnahme daher
besonders fiir die KollegiatInnen aus den Briickenkursen lohnt. Insgesamt wurden sechs
Einzelinterviews gefiihrt, die jeweils ca. 30 Minuten dauerten. Auffillig ist, dass sich dar-
unter keine SchiilerInnen mit (offensichtlichem) Migrationshintergrund finden, obwohl
der Anteil dieser KollegiatInnen an der Schule bei 40 Prozent liegt. Auffillig ist auch, dass
unter den sechs TeilnehmerInnen nur ein Teilnehmer einen Briickenkurs besucht, obwohl
um diese besonders geworben wurde. Eine mogliche Erkldrung ist, dass die SchiilerInnen
der Briickenkurse eine Blofistellung durch die Diagnose befiirchten und deswegen ungern
teilnehmen. Die urspriinglich ins Auge gefasste Zusammensetzung der TeilnehmerInnen
konnte nicht eingehalten werden, die durchgefiihrten Interviews waren aber dennoch auf-
schlussreich und lehrreich.

3.3 Auswertung der Eingangsdiagnose

Von den Schiilerlnnen, die an der Eingangsdiagnose fiir die Aufnahme zum Beginn des
Schuljahres 2012/2013 teilgenommen haben, wurden 204 SchiilerInnen aufgenommen. Zu
acht tibergeordneten mathematisch Themenbereichen wie ,Prozentrechnung”, ,,Problem-
16sen” oder ,Proportionalitit” wurden jeweils fiinf Aufgaben mit einer eindeutigen
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Losung gestellt. Die Losung muss dabei in einen Losungskasten unter der Aufgabe einge-
tragen werden, daneben ist Platz fiir Rechnungen gelassen, die aber nicht in die Bewer-
tung einflieflen. Wie in Kapitel 1.3 dargelegt, ldsst es eine solche Form der Leistungsiiber-
prifung kaum zu, auf zu Grunde liegende Fehlvorstellungen zu schlieffen und kann
somit nur als pragmatischer Ansatz gesehen werden, der grofSen Zahl der TeilnehmerIn-
nen gerecht zu werden, um einen moglichen Forderbedarf zu entdecken. Die Auswertung
der Methode im Rahmen des Forschungs- und Entwicklungsprojekts Diagnose und Forde-
rung fiir die Eingangsphase im Fach Mathematik ergab aber, dass sich die Eingangsdiagnose
als ,zufriedenstellendes Instrument” (WE OS 2010, 30) im Hinblick auf Validitdt und
Praktikabilitdt erwiesen hat. Die Losungen werden auf Korrektheit tiberpriift und eine
Gesamtpunktzahl gebildet, wobei ein Punkt pro Aufgabe vergeben wird. Eine ndher
gehende Untersuchung der Losungen findet nicht statt. Die fehlende detaillierte Auswer-
tung wird aber zum Teil durch die grofie Anzahl und die Vielfalt der Aufgaben ausgegli-
chen.

Von den 204 aufgenommenen SchiilerInnen 16sten 57,4 Prozent weniger als die Halfte
der 40 Aufgaben. Im Folgenden werden nur die Aufgaben eins bis zehn genauer betrach-
tet, da diese die Themenfelder Gleichungen (Aufgaben 1 bis 5) und Termumformungen (6
bis 10) abdecken. Dazu wurden 48 Bogen quantitativ ausgewertet und die Art des Fehlers
untersucht. Zuvor wurden 20 Bogen fiir einen ersten Eindruck der unterlaufenen Fehler
angesehen, aber nicht quantitativ ausgewertet. Bei diesen Bogen wurden auch die ande-
ren Aufgaben betrachtet. Aufféllig war, dass Schiilerlnnen, die Schwierigkeiten im
Umgang mit Termumformungen und Gleichungen hatten, hdufig auch Probleme mit
allen anderen Bereichen der Diagnose hatten, wahrend diejenigen SchiilerInnen, die Ter-
mumformungen sicher durchfiihren und Gleichungen sicher 16sen konnten, auch in den
anderen Bereichen tiberdurchschnittlich waren. Dies ist ein Hinweis darauf, dass die fiir
Termumformungen und dem Losen von Gleichungen nétigen Kompetenzen essenziell fiir
die Schulmathematik sind.

In der Auswertung wurden die unterlaufenen Fehler gezihlt. Sind einer Schiilerin
bzw. einem Schiiler bei ein und derselben Aufgabe mehrere Fehler unterlaufen, wurden
die Fehler einzeln gez&hlt. Da es sich hier um eine rein schriftliche Leistungstiberpriifung
handelt und keine Riicksprache mit den TeilnehmerInnen zur Erdrterung von aufgetrete-
nen Fehler moglich war, war es nicht immer moglich, den Fehler anhand des Rechenwe-
ges zu erkennen. Dies gilt insbesondere fiir diejenigen Bogen, bei denen kein vollstandi-
ger Rechenweg angegeben war, sondern nur ein Ergebnis in den Losungskasten eingetra-
gen wurde. Somit zeigt auch diese Auswertung die Bedeutung von diagnostischen Inter-
views fiir die Diagnose von Fehlvorstellungen.

Die im Folgenden zitierten Zahlen zur Losungshdufigkeit der Aufgaben wurden
freundlicherweise vom Forschungs- und Entwicklungsprojekt Diagnose und Férderung in
Mathematik fur die vorliegende Arbeit zur Verfligung gestellt. Die quantitative Auswer-
tung der 48 Bogen ergab bis auf sehr wenige Ausnahmen, dass beim Korrigieren der
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Bogen keine Fehler unterlaufen sind, weswegen die genannten Losungshdufigkeiten als
korrekt angesehen werden. Die genannten Prozentwerte beziehen sich immer auf die
Gesamtzahl der im Schuljahr 2012/2013 aufgenommenen SchiilerInnen.

Da die Aufgaben womdoglich auch in zukiinftigen Schuljahren wieder in der Eingangs-
diagnose verwendet werden, war eine Einsicht in die Diagnosebogen nur unter der Auf-
lage moglich, dass Verschwiegenheit tiber die genauen Aufgabenstellungen gewahrt
wird. Die Aufgaben werden daher in dieser Analyse nicht zitiert, sondern nur durch ihre
charakteristischen Eigenschaften beschrieben.

Die erste zu losende Aufgabe ist eine einfache lineare Gleichung der Form ax - b = ¢ mit
einstelligen nattirlichen Zahlen a, b und c und einem Ergebnis, das ebenfalls eine nattirli-
che Zahl ist, d. h. a ist ein Teiler von b + c. Die Aufgabe wurde von 89,7 Prozent der aufge-
nommenen TeilnehmerInnen korrekt gelost. In der Analyse wurden keine systematischen
Schwierigkeiten festgestellt.

In der zweiten Aufgabe soll eine Gleichung vom Typ % x=cx—d gelost werden, wobei

a, b, c und d einstellige, nattirliche Zahlen und die Losung x eine nicht-ganze, rationale
Zahl ist. Sie wurde von 35,8 Prozent der aufgenommen TeilnehmerInnen gelost. Tabelle
3.1 zeigt die absoluten Haufigkeiten der Fehler, die bei dieser Aufgabe identifiziert wer-
den konnten. Besonders viele Fehler entstanden durch das Vertauschen von Subtrahend
und Minuend, sodass das falsche Vorzeichen notiert wird. Genauer gesagt wurde cx auf

beiden Seiten der Gleichung subtrahiert, aber auf der linken Seite wird (Cf%)x statt

(i— c) X als Ergebnis angegeben. Der Grund koénnte darin liegen, dass der Bruch kleiner

b
ist als ¢ und die kleinere von der grofieren Zahl abgezogen wurde. Weitere Fehler entste-
hen durch die Notation, insbesondere von Briichen, und das Operieren auf Gleichungen.
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Anzahl |Fehler

5 Vertauschen von Subtrahend und Minuend (Vorzeichenfehler)

4 1 1
vermischen von Termen mit und ohne x: 5 x+3=3 5% (evtl. Nebeneinander-
schreiben als implizite Addition interpretiert)

3 Rechnung nicht zu Ende gefiihrt, Ergebnis der Form A x = B. Teilweise A als
Losung angegeben, teilweise B.

2 1
Interpretation von Kehrwerten als Dezimalbrtiche: g =05, gz 0,8

1 . . . . . s 1_ .1
Nebeneinanderschreiben bei gemischten Briichen als Multiplikation: 2 5 =2-g

1 Operation nur auf einer Seite der Gleichung

1 Division auf der einen, Subtraktion auf der anderen Seite der Gleichung (evtl.
wird Nebeneinanderschreiben als Addition interpretiert)

1 Operation auf die Gleichung wird nur auf den ersten Term der Summe

angewendet.

Tabelle 3.1: Fehler in Aufgabe 2 der Eingangsdiagnose

Die dritte Aufgabe ist eine quadratische Gleichung, wobei die quadratischen Terme nach

Subtraktion auf beiden Seiten wegfallen und eine einfache lineare Gleichung mit ganzzah-

ligen Koeffizienten und einer negativen, ganzzahligen Losung tibrig bleibt. Die Losungs-
haufigkeit betragt 45,6 Prozent. Tabelle 3.2 zeigt die identifizierten Fehler. Besonders hau-

fig wurde ein Term auf einer Seite subtrahiert, auf der anderen Seite addiert. Womoglich

wurde hier aber gar nicht auf beiden Seiten gerechnet, sondern ein Summand von der

einen auf die andere Seite der Gleichung verschoben (,,auf die andere Seite gebracht”).

Anzahl

Fehler

9

Subtraktion auf einer Seite, Addition auf der anderen Seite der Gleichung (evtl.
durch ,, Verschieben” eines Terms auf die andere Seite der Gleichung).

4 Linearisierung der Quadratwurzel (teilweise wirkt es nur auf x2 und die
anderen Terme bleiben unverdndert)

2 Operation nur auf einer Seite der Gleichung

2 Vertauschen von Division und Subtraktion (evtl. Nebeneinanderschreiben als
Addition interpretiert)

1 Ziahler und Nenner vertauscht

Tabelle 3.2: Fehler in Aufgabe 3 der Eingangsdiagnose
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Die vierte Aufgabe hat die Form -ax + b = ¢(x - 1), wobei a, b und c einstellige, nattirliche
Zahlen sind. Die Losung x ist der Kehrwert einer einstelligen, natiirlichen Zahl. Sie wurde
in 33,8 Prozent der Félle gelost. Dabei wurde allerdings zumeist gar keine Losung einge-
tragen, sodass nur wenige systematische Fehler entdeckt werden konnten. Tabelle 3.3
zeigt die wenigen identifizierten Fehler.

Anzahl | Fehler

2 Operation links auf ganzen Term, rechts nur innerhalb der Klammer
1 Faktor vor der Klammer nur mit erstem Summand multipliziert.

1 c und 1 werden addiert und nicht multipliziert.

Tabelle 3.3: Fehler in Aufgabe 4 der Eingangsdiagnose

Die fiinfte Aufgabe enthélt neben dem gesuchten x und ganzzahligen Koeffizienten einen
unbestimmten Parameter b und hat die Form a(x - b) = c¢(x + db). Die Losung ist ein ganz-
zahliges Vielfaches von b. Die korrekte Losung wurde auf 34,3 Prozent der Bogen
genannt. Die festgestellten Fehler sind in Tabelle 3.4 dargestellt. Wie zu erwarten treten
Fehler durch die zusitzliche Variable auf.

Anzahl | Fehler

4 Willkiirliche Vereinfachung: b =1 oder b = 0 gesetzt

2 Rechnung vorzeitig beendet. Gleichung der Form A x = B bleibt.

2 Addition auf einer Seite der Gleichung, Subtraktion auf der anderen (evtl.
Verschieben eines Terms)

1 Faktor vor der Klammer nur mit erstem Summand multipliziert.

1 Vermischen von Termen mit und ohne x: 5x - 2 = 3x (evtlL

Nebeneinanderschreiben als implizite Addition interpretiert)

Tabelle 3.4: Fehler in Aufgabe 5 der Eingangsdiagnose

Aufgabe sechs ist die erste Aufgabe, in der ein Term umgeformt, aber keine Gleichung
gelost werden soll. Sie besteht darin, die Koeffizienten in dem Term ax? + bx + cx zusam-
menzufassen, wobei a, b und c einstellige nattirliche Zahlen sind und x eine unbestimmte
Variable ist. Die Aufgabe wurde von 63,7 Prozent der aufgenommenen TeilnehmerInnen
korrekt gelost. Die identifzierten Fehler zeigt Tabelle 3.5. Die starke Bindung des Expo-
nenten in der Potenzschreibweise ist die hdufigste Schwierigkeit.

Anzahl | Fehler

6 Der Exponent wirkt auch auf den Koeffizienten: ax?> = a2 - x2

4 Addition von Koeffizienten zu verschiedenen Potenzen, z. B. ax? + bx
=(a+b)x?

Tabelle 3.5: Fehler in Aufgabe 6 der Eingangsdiagnose
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In der siebten Aufgabe sollte eine binomische Formel angewendet bzw. eine Klammer
ausmultipliziert werden: (x + a)? mit einstelligem, nattirlichem a und einer unbestimmten
Variable x. Die Losungshéufigkeit unter allen aufgenommenen SchiilerInnen betragt 44,1
Prozent. Tabelle 3.6 zeigt die identifizierten Fehler in der Stichprobe. Besonders haufig
wird eine unzulédssige Linearisierung vorgenommen.

Anzahl |Fehler

10 Linearisierung: x> + a2

7 Verwechseln von Addition und Multiplikation: a?x? oder x? -2ax - a?
2 Aufgabenstellung missachtet und stattdessen Nullstelle bestimmt

1 Willkurliche Vereinfachung: x = 1 gesetzt

1 Vorzeichenfehler durch Vermischung mit (x - a)?

Tabelle 3.6: Fehler in Aufgabe 7 der Eingangsdiagnose

In der achten Aufgabe sollen zwei Terme miteinander multipliziert werden, wobei der
eine ein lineares, der andere ein quadratisches Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten
ist. Im Produkt fallen die linearen und quadratischen Terme weg. Diese Aufgabe wurde
nur von 21,6 Prozent der aufgenommenen BewerberInnen gelost. Tabelle 3.7 zeigt die
identifizierten Fehler. Der hdufigste Fehler tritt bei dem aus der Sekundarstufe II womdog-

lich nicht gewohnten Exponenten 3 auf.

Anzahl | Fehler

7 Es wird x® = x2 gesetzt (z. B. x - x?=x?)
3 Willkiirliche Vereinfachung: x = 1 gesetzt oder x? weggelassen
1 Verwechseln von Multiplikation und Addition (evtl. Nebeneinanderschreiben

als implizite Addition interpretiert)

1 Verwechseln von Multiplikation und Division
Tabelle 3.7: Fehler in Aufgabe 8 der Eingangsdiagnose

Die neunte Aufgabe besteht darin, bei einer Summe von zwei Summanden eine Variable
auszuklammern, die in beiden Summanden in erster Potenz vorkommt. Die Losungshdu-
figkeit betragt 54,9 Prozent. In einigen Féllen wurde die Variable nur beim ersten Sum-
manden ausgeklammert, ansonsten konnten keine systematischen Fehler identifiziert
werden.

In der zehnten und letzten Aufgabe im Bereich Termumformungen soll wieder eine
Variable aus einer Summe ausgeklammert werden, diesmal hat die Summe jedoch drei
Summanden, wobei die Variable in einem Summand ein quadrierter Faktor ist. Ein ande-
rer Summand besteht nur aus der auszuklammernden Variable, d. h. der Koeffizient ist
eins. Die Aufgabe hat eine Losungshdufigkeit von 16,7 Prozent. In 40,2 Prozent wurde
auch keine falsche, sondern gar keine Losung abgegeben, was fiir eine hohe Unsicherheit
bei dieser Aufgabe spricht. Bei allen anderen Aufgaben war in hochstens 19,6 Prozent der
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Abgaben keine Losung eingetragen. Auffallend ist die hohe Differenz zwischen der
Losungsh&ufigkeiten der Aufgaben neun und zehn, obwohl die Aufgabenstellung sehr
dhnlich ist. Die identifzierten Fehler sind in Tabelle 3.8 dargestellt.

Anzahl | Fehler

5 b mit Koeffizient 1 wurde nicht mit ausgeklammert

4 Aufgabenstellung wurde nicht verstanden: Term abgeschrieben und alle
Koeffizienten weggelassen

2 Verwechslung von Addition und Multiplikation (evtl. Nebeneinanderschreiben
als implizite Addition interpretiert)

Tabelle 3.8: Fehler in Aufgabe 10 der Eingangsdiagnose

Fehler treten insgesamt besonders hiufig im Zusammenhang mit der Notation auf, insbe-
sondere beim Nebeneinanderschreiben bei gemischten Briichen und bei Koeffizienten
und Variablen, durch verschiedene Operationen auf beiden Seiten einer Gleichung und
durch zusétzliche Variablen. Diese Erkenntnisse sollen bei der Entwicklung der Aufga-
benstellung genutzt werden. Einige der Aufgaben werden analog zu Aufgaben der Ein-
gangsdiagnose erstellt, sodass eine genauere Ursachenanalyse typischer Fehler vorge-
nommen werden kann.

3.4 Entwicklung und Analyse der Aufgabenstellung

Ausgehend von den Erkenntnissen der Eingangsdiagnose und den Kriterien fiir gute Dia-
gnoseaufgaben (siehe Kapitel 1.5) werden sechs Aufgaben fiir die Diagnoseinterviews ent-
wickelt. Die ersten drei Aufgaben beziehen sich direkt auf die Eingangsdiagnose, die
anderen Aufgaben sind stirker an den Kriterien Authentizitdt und Offenheit orientiert.
Zu jeder Aufgabe werden Musterlosungen auf Schulniveau erstellt und es werden mogli-
che Fehler aufgestellt. Die Aufzdhlung der Fehler ist natiirlich nicht vollstindig, es ist
immer moglich, dass in den Interviews auch unerwartete Schwierigkeiten auftreten.

3.4.1 Aufgabe 1: Gleichung mit gebrochenem Koeffizienten

2
Bestimme x: g x=4x—5

Die Aufgabe ist nach den Kriterien fiir Diagnoseaufgaben nicht optimal. Durch das den
SchiilerInnen aus der Sekundarstufe II bekannte Losungsverfahren fiir Gleichungen kann
die Aufgabe kaum als offen oder selbstdifferenzierend bezeichnet werden. Differenzie-
rung ist bei Diagnoseinterviews aber grundsatzlich auch durch die Interaktion zwischen
Interviewer und dem Schiiler bzw. der Schiilerin moglich. Die Aufgabe ist auch nicht
anwendungsorientiert, sondern rein innermathematisch. Sie ist aber durchaus authen-
tisch, da sie einen typischen Aufgabentyp vertritt. Sie ist insofern als Diagnoseaufgabe
geeignet, als sie spezifische Kompetenzen misst. Die beanspruchten inhaltsbezogenen
Kompetenzen liegen im Bereich Arithmetik/Algebra, die prozessbezogenen im Bereich
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Werkzeuge, da ein bekanntes Verfahren angewendet werden kann. Je nachdem, wie gut

dieses Losungsverfahren beherrscht wird, liegt die Aufgabe im Anforderungsbereich I

oder II. Die Aufgabe hat die gleiche Struktur wie die zweite Aufgabe der Eingangsdia-

gnose. Sie wurde vor allem deswegen ausgewdhlt, weil zu diesem Aufgabentyp bereits

Erkenntnisse durch die Eingangsdiagnose vorliegen. Mogliche Schiilerlosungen sind in

Tabelle 3.9 dargestellt.
Losung 1 Losung 2
2 2
—X =4x-5 | —4x —X =4x-5 | -3
3 3
2 _4 __s 2x =12x-15 | —12x
3 XX T ~10x =-15 | :(=10)
2 12, NG
30 3 T10 2
10 10
—_ -5 —
. -2
15 _3
X = =
10 2

Tabelle 3.9: Erwartete Schiilerlosungen zur ersten Aufgabe

Erwartete Fehler sind

34.2

Verschiebung eines Summanden auf die andere Seite der Gleichung: Addition auf
der einen, Subtraktion oder Division auf der anderen Seite,

Fehlinterpreation des Nebeneinanderschreibens von Koeffizient und Variable als
Addition,

Verwechseln von Briichen und Dezimalzahlen,

Verechnung von ganzen Zahlen mit dem Zihler eines Bruchs (d. h. keine
Umwandlung der ganzen Zahl in einen Bruch mit anschlieSender Erweiterung),
Verwechseln von Multiplikation und Erweitern,

Vorzeichenfehler, weil bei der Subtraktion grundsatzlich die kleine von der grofse-
ren Zahl abgezogen wird,

Schwierigkeiten durch Division durch einen Bruch,

Abbruch der Rechnung bei der Form A x = B,

Operation nur auf einer Seite der Gleichung,

Operation nur auf einen Summanden einer Summe.

Aufgabe 2: Gleichung mit Parameter
Lose nach x auf: 4(x - b) = 2(x + 3b)

Wie die erste Aufgabe auch, wurde diese Aufgabe hauptsdchlich ausgewdhlt, weil sie

analog zu einer Aufgabe der Eingangsdiagnose ist, in diesem Fall zur ftinften. Die notigen

inhaltsbezogenen Kompetenz liegen wie bei der ersten Aufgabe im Bereich Arithme-
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tik/ Algebra, die prozessbezogenen Kompetenzen im Bereich Werkzeuge, da ein bekann-
tes Verfahren angewendet werden kann. Der Anforderungsbereich nach den Bundesbil-
dungsstandards ist auch bei dieser Aufgabe I bis II. Tabelle 3.10 enthélt zwei erwartete
Schiilerlosungen, die allerdings auf Grund der Geschlossenheit der Aufgabe sehr dhnlich

sind.

Losung 1 Losung 2

4(x—b) =2(x+3b) 4(x—b) =2(x+3b) | :2
4x—4b =2x+6b | —2x+4b 2(x—b) =x+3b

2x =10b | :2 2x—2b =x+3Db | —x+2b
X =5b X =5b

Tabelle 3.10: Erwartete Schiilerlosungen zur zweiten Aufgabe

Erwartete Fehler sind

* Operation auf die Gleichung wirkt innerhalb der Klammern, ohne dass der Koef-
fizient berticksichtigt wird, z. B. Eliminierung des x durch Subtraktion auf beiden
Seiten: 4(0 - b) = 2(0 + 3b),

*  Multiplikation beim Ausmultiplizieren nur mit erstem Summanden,

» willkiirliche Vereinfachung: b=0oder b =1,

* Es wird versucht, b zu bestimmen. Gleichung wird nach b aufgelost.

* Verschiebung eines Summanden auf die andere Seite der Gleichung: Addition auf
der einen, Subtraktion oder Division auf der anderen Seite,

* Fehlinterpreation des Nebeneinanderschreibens von Koeffizient und Variable als
Addition,

* Abbruch der Rechnung bei der Form A x = B,

*  Operation nur auf einer Seite der Gleichung,

* Operation nur auf einen Summanden einer Summe.

3.4.3 Aufgabe 3: Termumformung

Multipliziere aus: (x - 5)2

Die dritte Aufgabe ist dhnlich wie die Aufgabe 6 der Eingangsdiagnose und die letzte
Aufgabe, die analog zu einer Eingangsdiagnoseaufgabe ist. Sie ist nicht komplett
geschlossen, weil sie durch Anwendung einer binomischen Formel oder durch paarweises
Multiplizieren der Summanden gelost werden kann. Eine wirklich offene Aufgabe ist sie
dadurch aber nicht. Fiir die inhalts- und prozessbezogenen Kompetenzen gilt das Gleiche
wie bei den ersten beiden Aufgaben. Der Anforderungsbereich ist I, da nur Unterrichtsin-
halte reproduziert werden miissen. Erwartete Schiilerldsungen sind in Tabelle 3.11 darge-
stellt.
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Losung 1 Losung 2 Losung 3
(x-5)? (x-5)2 Zweite binomische Formel:
=(x-5) " (x-5) =(x-5) " (x-9) (a-b)2=a?-2ab +b?
=x2-5x-x5+52 =(x-5) 'x+ (x-5) - (-5) Hier sinda=xund b =5.
=x2-10x + 25 =x2-5x-x5+52 Also:
=x2-10x + 25 (x-5)2=x2-10x + 25

Tabelle 3.11: Erwartete Schiilerldsungen zur dritten Aufgabe

Erwartete Fehler sind
* ein falsches Schema fiir die binomische Formel: x2 + 10x - 25 oder x2 + 10x + 25,
* unzuldssige Linearisierung: x? - 25 oder x2 + 25,
*  Verwechseln von Multiplikation und Addition: + 25x2.

3.44 Aufgabe 4: Lineare Gleichung aufstellen

Auf der Erde leben derzeit ungefdhr 7,1 Milliarden Menschen. Jedes Jahr
werden es ca. 83 Millionen mehr. Stelle eine Gleichung auf, mit der sich
bestimmen ldsst, in wie vielen Jahren die Weltbevolkerung unter diesen
Bedingungen den Wert 10 Milliarden erreicht.

Bei dieser Aufgabe sollte ein realer Anwendungsbezug hergestellt werden. Die zitierten
Zahlen entsprechend der Realitdt im Jahr 2012. Die Weltbevolkerung wéchst tatséchlich
nicht exponentiell, da der Reproduktionsfaktor in so einem Mafse sinkt, dass die Anzahl
der Menschen ndherungsweise linear ansteigt. Allerdings dient das Wachstum der Welt-
bevolkerung in einigen Schulbtichern félschlicherweise als Beispiel fiir einen exponentiel-
len Prozess (vgl. z. B. Griesel et al. 2008b, 86), wodurch trotz der eindeutigen Formulie-
rung in der Aufgabenstellung Assoziationen zum exponentiellen Wachstum moglich
sind. Die Aufgabenstellung ist relativ offen, wobei zwar das Ziel - eine Gleichung - vor-
gegeben ist, aber grundlegend verschiedene Losungswege denkbar sind. Eine Differenzie-
rung ist im Interview gut moglich, da die Aufgabe auch an die Situation angepasst wer-
den kann, indem zum Beispiel die Aufgabe vereinfacht wird und nur nach einem Algo-
rithmus gefragt wird.

Notige Inhaltsbezogene Kompetenzen liegen im Bereich Funktionen und Arithme-
tik/ Algebra, prozessbezogene Kompetenzen hauptsachlich im Bereich Modellieren. Fiir
SchiilerInnen, die nicht darin getibt sind, Gleichungen selbst aufzustellen, liegt die Auf-
gabe im Anforderungsbereich II bis III. Tabelle 3.12 enthilt verschiedene Losungswege.
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Losung 1

Losung 2

Losung 3

7,1 Mrd. = 7100 Mio.
Weltbevolkerung in Millio-

Ausgangswert: 7,1 Mrd.
nach 1 Jahr: 7,183 Mrd.
nach 2 Jahren: 7,266 Mrd.

Zeichne Graphen:
1. Achse: Jahr,
2. Achse: Weltbevolkerung

nen im Jahre x nach heute:
y = 7100 + 83x

Gesucht ist das Jahr mit
y=10000, also

7100 + 83x = 10000

nach ... Jahren:

7,1 Mrd. + 0,083 Mrd. mal
Anzahl der Jahre

Ziel nach x Jahren: 10 Mrd.

Weltbevolkerung fiir die
ersten Jahre eintragen,
Steigung des linearen
Graphen bestimmen und
einsetzen in allgemeine
Form f(x) =a -x

Tabelle 3.12: Erwartete Schiilerldsungen zur vierten Aufgabe

Erwartete Fehler und Schwierigkeiten sind
* x wird als absolutes Jahr (n. Chr.) interpretiert,
* Betrachtung als exponentieller Wachstumsprozess durch Assoziationen mit
Unterrichtsinhalten,
* Groflenordnungen Millionen und Milliarden werden nicht oder falsch berticksich-
tigt.

3.4.5 Aufgabe 5: Schnittpunkt von zwei linearen Funktionen

Die Kosten bei einem Handytarif setzen sich aus der monatlichen Grundge-
bithr und den Kosten pro telefonierter Minute zusammen. Ein Anbieter biete
folgende Tarife an:

Tarif 1 Tarif 2
Grundgebiihr |1 Euro 5 Euro
Minutenpreis |10 Cent 5 Cent

Fiir welche monatliche Gesprachsdauer ist Tarif 1 und fiir welche ist Tarif 2
der giinstigere Tarif?

Durch die realistischen Werte und die realistische Problemstellung ist die Aufgabe
authentisch. Es sind verschiedene Herangehensweisen denkbar, beispielsweise grafisch,
mit einer Wertetabelle oder durch das Aufstellen und Losen eines Gleichungssystems.
Drei mogliche Schiilerlosungen mit verschiedenen Ansitzen sind in Tabelle 3.13 darge-
stellt. Die Aufgabe ist dadurch auch selbstdifferenzierend. Andererseits geht die Offenheit
zu Lasten einer scharfen Abgrenzung der angesprochenen Kompetenzen. Die nétigen
inhaltsbezogenen Kompetenzen gehoren vor allem zum Bereich Funktionen, je nach
Losungsmethode kann auch der Bereich Arithmetik/Algebra von Bedeutung sein. Notige
prozessbezogene Kompetenzen liegen in den Bereichen Modellieren und je nach Methode
auch im Bereich Werkzeuge. Wenn die KollegiatInnen dhnliche Aufgaben nicht aus dem
Unterricht kennen, liegt die Aufgabe auch im Kompetenzbereich Problemldsen. Die Auf-
gabe zdhlt zum Anforderungsbereich III.
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Losung 1

Losung 2

Preis fiir Tarif 1: y; =1 + 0,10x
Preis fiir Tarif 2: y, = 5 + 0,05x

Systematisches Ausprobieren verschiedener

monatlicher Gesprachsdauern:

Wenn man wenig telefoniert, rechnet sich | Minuten | Tarif 1 Tarif 2
die niedrigere Grundgebiihr, also Tarif 1, 10 9 5,50
wenn man viel telefoniert rechnet sich der
niedrigere Minutenpreis, also Tarif 2. Der 30 4 7
Tarif ist egal, wenn y1 = y2, also 100 11 10

60 7 8
1+0,10x =5+0,05x | —0,05x—1 90 10 9,50
0,05 x =4 | :0,05
N —80 80 9 9

Losung 3

Der zweite Tarif lohnt sich daher, wenn

man mehr als 80 Minuten pro Monat telefo- Zeichne Graphen mit der Telefonierzeit auf

niert der ersten Achse und den Kosten der Tarife

auf der zweiten Achse. Lies den Schnitt-
punkt ab.

Tabelle 3.13: Erwartete Schiilerldsungen zur fiinften Aufgabe

Erwartete Fehler und Schwierigkeiten sind

* keine Umrechnung von Cent- und Eurobetragen,

* unsystematisches Probieren,

* Kostengleichheit wird nicht mit dem Schnittpunkt der Kostenfunktionen in
Zusammenhang gebracht,

* Verschiebung eines Summanden auf die andere Seite der Gleichung: Addition auf
der einen, Subtraktion oder Division auf der anderen Seite,

*  Operation nur auf einer Seite der Gleichung,

* Operation nur auf einen Summanden einer Summe.

3.4.6 Aufgabe 6: Umkehrung

Gib zwei beliebige Funktionen an, deren Graphen sich in dem Punkt (2]3)
schneiden.

Diese Aufgabe kehrt die typische Problemstellung, den Schnittpunkt von zwei Funktions-
graphen zu bestimmen, um. Die Umkehrung von der Lésung zum Problem ist eine Mog-
lichkeit, Aufgaben zu oOffnen. Diese Aufgabe ist offen, da sie sowohl verschiedene
Losungswege als auch Losungen zuldsst. Dadurch ist sie auch gleichzeitig selbstdifferen-
zierend. Sie ist nicht direkt anwendungsbezogen, hat dadurch aber auch keinen unrealisti-
schen, aufgesetzten Anwendungsbezug. Sie fillt in den inhaltsbezogenen Kompetenzbe-



Aufgabe 6: Umkehrung 47

reich Funktionen und in die prozessbezogenen Kompetenzbereich Problemlésen und
Werkzeuge. Der Anforderungsbereich ist je nach Erfahrung II bis III. Zwei mogliche Schii-
lerldsungen sind in Tabelle 3.14 dargestellt.

Losung 1 Losung 2

Finde zwei Funktionen mit f(2) = 3, z. B. Zeichne Koordinatensystem und trage den

fi(x) =3 Punkt (3]2) ein. Zeichne Geraden durch

f2(x) = 1,5x den Punkt und miss Steigung m und y-

fa(x)=x+1 Achsenabschnitt b und stelle Funktionen
nach dem Schema f(x) =m x + b auf.

Tabelle 3.14: Erwartete Schiilerlosungen zur sechsten Aufgabe

Erwartete Schwierigkeiten sind
* Vertauschen von x- und y-Koordinate,
* Es wird versucht, bestimmte Funktionen zu berechnen, d. h. es wird nicht erkannt,
dass es unendlich viele Losungen gibt.
* Es werden Funktionsgraphen gezeichnet, aber keine Funktionsgleichungen gefun-
den.

3.5 Analyse der Interviews

Im Folgenden werden die am Oberstufen-Kolleg durchgefiihrten Interviews analysiert.
Dabei wird meist chronologisch vorgegangen. Zur Unterstiitzung der Argumentation
wird teilweise aber auch vorgegriffen. Am Ende jeder Analyse steht eine Zusammenfas-
sung und ein Vorschlag zur Férderung. Da der Schwerpunkt der Studien auf den Diagno-
sen liegt und nicht auf den Forderkonzepten, werden die Konzepte nur grob umrissen.
Die ausgewihlten Forderaufgaben befinden sich ohne nidhere Diskussion im Anhang.

Die Namen sind erfundene Pseudonyme, da den teilnehmenden SchiilerInnen Anony-
mitdt versprochen wurde, um eine moglichst entspannte Situation zu ermdoglichen, die
frei von Priifungsangst ist. Nur das Geschlecht der Namen wurde beibehalten. Die Inter-
views sind in der Reihenfolge abgedruckt, wie sie durchgefithrt wurden. So ist auch
erkennbar, wie Erfahrungen aus frithen Interviews in die Fragestellungen und Interven-
tionen bei den spéteren Interviews einfliefSen.

3.5.1 Adrian

Adrian ist Kollegiat im ersten Oberstufenjahrgang und besucht keinen Briickenkurs im
Fach Mathematik. Nach eigener Angabe wundert er sich aber dartiber, warum er keinem
Briickenkurs zugeteilt wurde. Das vollstandige Transkript und die Mitschrift der Losun-
gen zu den Diagnoseaufgaben finden sich im Anhang ab Seite 76.

Adrian scheint in der Mathematik vor allem einen Selbstzweck fiir die Schule zu sehen.
Benutzte mathematisch Regeln wie mogliche Umformungsschritte scheinen fiir ihn will-
kiirlich zu sein und er wiirde auch andere Regeln akzeptieren. Einen Zusammenhang
zwischen Realitdt und Mathematik sieht er nicht. Er versucht, bei der Losung der Aufga-
ben Unterrichtsverfahren zu reproduzieren, die er aber mit keiner Vorstellung verbindet.
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Bei der Bevolkerungsaufgabe wird zwischen zwei moglichen Gleichungen diejenige
gewdhlt, die einfacher zu berechnen ist. Zwar ist er sich bewusst, dass es einen Zusam-
menhang zwischen Mathematik und Realitdt gibt, hat aber anscheinend aufgegeben,
Mathematik nachzuvollziehen und die Strategie gewdhlt, mathematische Sachverhalte
hinzunehmen. Diese Einschitzung wird unterstiitzt von seiner Unsicherheit in Bezug auf
die eigenen Losungen.

Bei diesem ersten durchgefiihrten Interview war die mogliche Einflussnahme durch
den Interviewer und das richtige Maf fiir diese Einflussnahme noch nicht ganz klar und
es musste erst ein Gespiir fiir die Zielgruppe gefunden werden. Es stellte sich dabei auch
heraus, dass die Leitfadenorientierung weit schwieriger ist, als zuvor angenommen,
sodass schon zu Anfang vom Leitfaden abgewichen wurde. So wird bei der ersten Auf-
gabe, als der Kollegiat eine Rechnung durchfithren mochte, aber sich nicht dazu in der
Lage sieht, nach einigem Warten vorgeschlagen, eine beliebige Zahl als Ergebnis zu neh-
men und damit weiter zu rechnen (Z. 17). Hier hitte mehr Geduld gezeigt werden miis-
sen, was aber deswegen nicht getan wurde, weil auch eine erfolgreiche Rechnung nicht
mehr zum korrekten Ergebnis hitte fithren konnen, da bereits der Umformungsschritt
unzuldssig war, weil unterschiedliche Operationen auf den beiden Seiten der Gleichung
durchgefiihrt wurden (Z. 5ff.). Der Eingriff hédtte dennoch nicht erfolgen miissen, denn
auch die Rechnung, die begonnen wurde, hitte analysiert werden konnen. In den folgen-
den Interviews wurden solche Situationen auch anders gehandhabt, aber diese Situation
zeigt, dass die Durchfiithrung von Diagnoseinterviews nicht nur gut geplant, sondern
auch getibt werden muss und kann, um sinnvolle Diagnosen zu ermdoglichen.

Als Ergebnis, das Adrian fur die weitere Rechnung wéahlen durfte, wihlte er eine ganze
Zahl, sodass die folgende Rechnung deutlich vereinfacht wurde (Z. 19). Hier hitte, wenn
tiberhaupt, ein Bruch vorgegeben werden miissen. Der Vorschlag eine Zahl selbst zu wah-
len war aber auch im Speziellen fiir diesen Kollegiaten nicht gut, da er geeignet ist, den
Eindruck von einer Beliebigkeit des Mathematiktreibens zu festigen. Dieser Eindruck von
der Willkiir mathematischer Regeln zeigte sich jedoch erst in der Analyse des Interviews.

Ein weiterer unerwtiinschter Einfluss durch den Interviewer besteht in einer Frage, die
sich auf einen weiter oben durchgefiihrten, unzuldssigen Losungsschritt bezieht (Z. 26).
Die Frage wird aber sofort zutreffend als Hinweis auf einen Fehler aufgefasst und deshalb
wird nicht erkldrt, wie es zu dem Fehler kam, sondern wie die Rechnung hétte korrekter-
weise durchgefithrt werden miissen (Z. 29). Im Folgenden wurden dhnliche Umfor-
mungsschritte auch korrekt gelost, was moglicherweise ohne den Interviewer-Einfluss
nicht der Fall gewesen wére. Um den Schaden zu begrenzen, wurden spater auch Nach-
fragen bei Schritten gemacht, bei denen keine Fehler aufgetreten sind (z. B. Z. 53). Eben-
falls Anlass zur Selbstkritik gibt die Frage, ob von zwei moglichen Gleichungen fiir die
Bevolkerungsentwicklung in Aufgabe 4 diejenige ausgewédhlt wurde, mit der einfacher zu
rechnen ist (Z. 87). Die Frage ist etwas suggestiv, allerdings wurde hier nur eine Aufle-
rung von Adrian wiedergegeben (Z. 84). Bei den nachfolgenden Interviews wurde starker
darauf geachtet, keine suggestiven Fragen zu stellen. Dies schlédgt sich auch in der kleine-
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ren Zahl der Wortwechsel bei den anderen Interviews nieder, vgl. dazu die Nummer der
jeweils letzten Zeile der Interviewmitschriften, die in Adrians Interview den grofsten Wert
hat.

Der Einfluss durch den Interviewer wird auch an einer anderen Stelle deutlich, hier
allerdings absichtlich, um zu testen, wie selbstsicher der Kollegiat bei seinen eigenen
Uberlegungen ist: Die Frage, ob die aufgestellte Gleichung auch , ganz anders aussehen”
(Z. 99) konnte, wird sofort bejaht mit dem Hinweis, dass ,die richtige Formel [...] auf
jeden Fall ganz anders” (Z. 100) ist.

Bei der ersten Aufgabe benutzt Adrian die Formulierung, dass er das , x auf die andere
Seite” (Z. 4) bekommen mochte. Die Formulierung benutzt er auch spiter fiir dhnliche
Operationen (Z. 25 und 44). Sie deutet auf ein kalkiilhaftes Verstindnis des Losens von
Gleichungen hin, ist fiir sich betrachtet aber noch nicht bedenklich, weil die Formulierung
zwar schddlich, aber tiblich ist. Fiir ein unverstandenes Anwenden von Regeln spricht
aber der erste angewendete Umformungsschritt: Als Operation, um 4x rechts zu eliminie-
ren, wird durch 4x geteilt (Z. 5). Auf der linken Seite wird auch tatsédchlich eine Division
vorgenommen, rechts wird 4x subtrahiert oder vermutlich einfach weggelassen (Z. 7). Die
Division des Bruchs durch eine ganze Zahl gelingt nicht, wobei darauf verwiesen wird,
dass im Unterricht nur mit Dezimalbriichen gearbeitet wird (Z. 12). Die Kompetenz im
Bruchrechnen als Basiskompetenz aus dem sechsten Schuljahr kann aber dennoch erwar-
tet werden. Bei der Division wird der Quotient x : x gar nicht beachtet, stattdessen wird
wieder ein x hinter den Quotienten der Koeffizienten geschrieben (Z. 19). Fiir konkrete
Zahlen gelten fiir Adrian moglicherweise andere Regeln als fiir Variablen.

Auf die Nachfrage, warum durch 4x geteilt wurde, korrigiert sich Adrian und sagt, er
hitte addieren miissen, da hinter 4x ein Minuszeichen steht (Z. 29). Der Operator danach
wird also auf den Term bezogen. Er korrigiert sich aber ein weiteres Mal und sagt nun,
dass er 4x hétte subtrahieren miissen, um es auf der rechten Seite der Gleichung zu elimi-
nieren (Z. 29).

Die zweite Aufgabe wird korrekt gelost. Wie oben angemerkt, wire die Aufgabe aber
moglicherweise ohne den Interviewereinfluss anderes gelost worden. Auffillig ist nur,
dass das Multiplizieren einer Zahl mit einer eingeklammerten Summe mit der Bemerkung
,Binomische Formel ist immer blod” (Z. 37) kommentiert wird, obwohl eine binomische
Formel hier nicht zur Anwendung kommt.

Der Term in der dritten Aufgabe wird unzuldssig linearisiert (Z. 58). Auf Nachfrage
wird das Vorgehen nicht inhaltlich begriindet, sondern anhand der Notation: ,weil die
hoch zwei steht ja aufierhalb der Klammer und nicht tiber einer bestimmten Zahl.” (Z. 60).
Zur weiteren Nachforschung wire es sinnvoll gewesen, einen Widerspruch herbeizufiih-
ren, indem fiir x eine konkrete Zahl eingesetzt wird und zum Beispiel (1 + 5)2 explizit auf
zwei Wegen berechnet wird, also 12 + 25? mit 62 verglichen wird. Es zeigt sich, dass es
sinnvoll ist, bei der Planung der Interviews auch zu iiberlegen, wie mit den erwarteten
Fehlern umgegangen wird.
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Fiir die Bevolkerungsentwicklung schreibt Adrian zunéchst eine korrekte - bis auf die
um eine Dezimalstelle falsche Umrechnung von Millionen in Milliarden - Gleichung hin
(2. 71ft.). Er iiberlegt aber nicht, welche Gleichung inhaltlich sinnvoll ist, sondern ver-
sucht sich an eine entsprechende Gleichung aus dem Unterricht zu erinnern. Das Wort
»Wachstum” ist fiir ihn ein Stichwort, das er mit dem Unterricht in Verbindung bringt. Er
versucht, eine Gleichung zu reproduzieren, die exponentielles Wachstum beschreibt (Z.
81), wendet das Schema jedoch nicht korrekt an. Er beschreibt auch, dass die Bevolkerung
exponentiell wachsen muss, weil sich das bisherige Wachstum auf das zukiinftige Wachs-
tum auswirke (Z. 92ff.), kann dies jedoch nicht mit der Gleichung in Verbindung bringen.
Er sagt, dass er mit aktuellen Unterrichtsinhalten zurechtkomme, mit weiter zurticklie-
genden jedoch nicht (Z. 96). Das spricht dafiir, dass der Kollegiat Unterrichtsinhalte nur
tibt, aber nicht nachvollzieht. Zwischen der linearen und der exponentiellen Gleichung
entscheidet er sich fiir die lineare Gleichung, weil diese einfacher zu losen sei (Z. 86).
Diese willkurliche Auswahl spricht fiir den Eindruck, dass der Interviewte beliebige
Losungen akzeptieren wiirde.

Bei der Tarif-Aufgabe wird zundchst die Aufgabenstellung nachvollzogen und fiir
einen realistischen Wert (30 Minuten) werden die Kosten fiir beide Tarife berechnet, was
gelingt. Dabei schreibt er ,0,50€” (Z. 131), rechnet aber korrekt mit 0,05 Euro. Moglicher-
weise liegt das daran, dass er ein realistisches Ergebnis erwartet. Er argumentiert korrekt,
dass der Tarif mit hoheren Minutenpreis giinstiger ist, wenn wenig telefoniert wird, und
der andere, wenn viel telefoniert wird (Z. 135ff.) und dass sie sich folglich , in der Mitte
treffen” (Z. 139). Er ist also durchaus in der Lage, mathematisch zu argumentieren. Inter-
essant wire es gewesen zu priifen, ob er fiir zwei gegebene lineare Funktionsgleichungen
hitte bestimmen konnen, welche fiir groflere x-Werte groflere Funktionswerte angenom-
men werden, oder ob er die Tarif-Aufgabe nur aufgrund des Anwendungskontextes 16sen
konnte.

Im Folgenden berechnet der Kollegiat die Kosten fiir 20 Minuten (Z. 141), obwohl er
diesen Wert durch die obige Uberlegung und die Berechnung der Kosten fiir 30 Minuten
direkt hatte ausschlieffen konnen. Dies bemerkt er auch selbst nachdem er die Rechnung
durchgefiihrt hat (Z. 158). Im Folgenden wird systematischer vorgegangen und es werden
Werte ausprobiert, die nicht bereits ausgeschlossen werden kénnen. Dabei wird aller-
dings schnell zufillig der Wert gefunden, bei dem beide Tarife gleich teuer sind (Z. 162).
Auf die Frage, ob sich die Tarife spater wieder treffen konnen, ist er sich sicher, dass das
nicht der Fall sein kann, rechnet aber trotzdem. Hier wird einerseits die Beeinflussbarkeit
des Interviews durch die Fragen deutlich, andererseits die Unsicherheit des Kollegiaten.

Bei der Umkehraufgabe notiert er die Funktionen x? und x, was moglicherweise daran
liegt, dass die Konstruktion von Funktionen in der Schule vor allem anhand von quadrati-
schen Funktionen thematisiert wird. Die lineare Funktion versucht er, um den Wert 1
nach oben zu verschieben, sodass sie durch den Punkt (2|3) geht (Z. 192). Er ist jedoch
nicht in der Lage, diese Verschiebung formal umzusetzen und schreibt 2x.
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Zur Forderung wird vorgeschlagen, das Losen von Gleichungen von Grund auf einzu-
ftthren und mit einfachen Beispielen zu veranschaulichen. Es soll Wert darauf gelegt wer-
den, dass die einzelnen Schritte nachvollzogen werden. Dazu erscheint die Veranschauli-
chung der Gleichung als Waage im Gleichgewicht sinnvoll. Um die Sinnhaftigkeit zu ver-
deutlichen, sollen auch Anwendungsaufgaben zusammen gestellt werden. Dazu werden
auch Losungen angegeben, sodass ausgeschlossen wird, dass sich Fehler verfestigen. Ein
einfithrender Text zu Gleichungen und die Forderaufgaben finden sich im Anhang ab
Seite 85.

3.5.2 Bianca

Bianca ist Kollegiatin im zweiten Oberstufenjahrgang und mochte Mathematik als Abitur-
fach wihlen. Wie dadurch zu erwarten ist, besucht sich auch keinen Mathematik-
Briickenkurs. Das Transkript findet sich im Anhang ab Seite 87.

Die Kollegiatin 16st die meisten Aufgaben so gut wie fehlerfrei. Verschiedene im Unter-
richt behandelte Verfahren wie die schriftliche Multiplikation oder das Losen von Glei-
chungen beherrscht sie sicher. Sie ist sich ihrer eigenen mathematischen Kenntnisse dabei
allerdings so sicher, dass sie einmal ein unrealistisches Ergebnis uminterpretiert, um ein
realistisches zu erhalten, ihre Rechnung zweifelt sie aber nicht an. Das stark automati-
sierte Vorgehen wird zwar beherrscht, wird aber untiberlegt eingesetzt und dadurch teil-
weise einfacheren Wegen vorgezogen. Schwierigkeiten hat sie aufSerdem beim Kopfrech-
nen.

Die erste Aufgabe 16st sie fehlerfrei. Auffdllig ist die kalkiilorientierte Sprechweise,
dass etwas , auf die andere Seite” (Z. 4 und Z. 8) gebracht wird und dass einmal , Rechnen
wir mal drei” (Z. 14) gesagt wird, obwohl erweitert wird. Aufgabe 2 wird ebenfalls fehler-
los gelost und der Losungsweg gibt keinen Anlass fiir weitere Nachforschungen. Aufgabe
3 wird mit Hilfe einer Formel geltst, die auch bezeichnet wird: ,Ist 'ne binomische For-
mel, die zweite” (Z. 41).

In Aufgabe vier wird der Wachstumsprozess als exponentielles Wachstum aufgefasst,
obwohl sich dies aus der Aufgabenstellung nicht ergibt. Sie begriindet aber, warum die
Bevolkerung (wenn ein konstanter Wachstumsfaktor unterstellt wird) exponentiell wéchst
(Z. 56). Bianca stellt also einen Bezug zum Unterricht her, was auch dadurch deutlich
wird, dass sie versucht, eine aus dem Unterricht bekannte Formel fiir exponentielles
Wachstum zu reproduzieren (Z. 48ff.). Dies gelingt ihr aber nicht vollstandig. Zuerst ver-
mischt sie die Gréflenordnungen Milliarden und Millionen (Z. 48ff.). Der Realitdtsbezug
spielt offenbar keine Rolle, die Zahlen werden unabhidngig davon betrachtet. Bei der
Reproduktion der Formel fiir exponentielles Wachstum schreibt sie zunédchst 10 = 7,1 - x®
(Z. 49), revidiert aber sofort zu 10 = 7,1 - 83* (Z. 51). Um zu entscheiden, ob diese Glei-
chung richtig sein kann, tiberpriift sie, ob die Rechnung fiir x = 2 plausibel ist, verneint
und kehrt daher zur ersten Gleichung zurtick (Z. 54). Die Gleichung wird also auswendig
hingeschrieben und nicht hergeleitet und unter allen Einfillen wird die plausibelste
gewdhlt. Auf die Aufforderung, ihr Vorgehen zu erklaren, will sie es anhand der Aufga-
benstellung begriinden, wobei ihr aufféllt, dass dort von einem linearen Wachstum ausge-
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gangen wird (Z. 56). Sie zeichnet den Graphen einer linearen Funktion. Bei ihrer Erkla-
rung trennt sie auch zwischen Milliarden und Millionen, nennt aber wieder einen Teil des
Funktionsterms, in der die Groflenordnungen vermischt werden (,, Deswegen muss das 83
mal x heiflen.” (Z. 58)).

In der Tarif-Aufgabe 5 hingegen achtet sie auf die (deutlich kleineren) Grofienordnun-
gen und rechnet die Cent- in Euro-Betrdge um (Z. 61ff.). Sie stellt sofort korrekte Funkti-
onsgleichungen fiir beide Tarife auf, bezeichnet jedoch x zunéichst als ,, Anzahl der Tele-
fonate” (Z. 60), aber korrigiert sich dann zu ,Minutendauer” (Z. 64). Sie setzt die Funktio-
nen gleich und 16st die Gleichung zu ,,0,05x = 4” (Z. 69). Kopfrechnen bereitet ihr nach
eigener Aussage Schwierigkeiten: ,ich kann das nicht so gut im Kopf rechnen” (Z. 72),
~Aber geteilt im Kopf rechnen kann ich nicht” (Z. 90) und ,,Mathe macht mir auch erst
Spafi, seitdem ich einen Taschenrechner habe. Vorher war ich richtig schlecht in Mathe,
ich kann kein Kopfrechnen” (Abschluss des Interviews).

Die Division 4 : 0,05 versucht sie, durch Auffiillen zu 16sen und addiert 0,05 mehrfach,
wobei sie mitzdhlt. Statt bis zur 4 zu addieren, addiert sie allerdings nur viermal, sodass
sie im Endeffekt multipliziert statt dividiert. Ihr Ergebnis ist damit ,x = 0,2” (Z. 75). Sie
bemerkt das unrealistische Ergebnis, zweifelt jedoch nicht an ihrer eigenen Rechnung,
sondern interpretiert das Ergebnis um, um einen realistischen Wert zu erhalten: ,So,
sagen wir, es sind jetzt Stunden” (Z. 76). Auf spatere Nachfrage bestétigt sie dieses Vorge-
hen (Z. 96).

Um einen Widerspruch zu erzeugen, wird sie aufgefordert, nachzuweisen, dass dies
der Schnittpunkt ist, indem sie fiir x einen kleineren und einen grofieren Wert als 0,2 ein-
setzt. Die sich anschlieffende Rechnung ,1 + 0,1 - 0,1” (Z. 79) wird wieder nicht im Kopf
gerechnet, sondern schriftlich (Z. 81). Hier wird deutlich, wie die getibten, automatisierten
Verfahren Vorrang vor eigenen Uberlegungen haben. Die schriftliche Multiplikation wird
zwar sicher und korrekt durchgefiihrt, durch zehn hétte Bianca aber sicherlich im Kopf
teilen konnen. Die Erzeugung des Widerspruchs gelingt. Sie bemerkt, dass das Ergebnis x
= 0,2 nicht korrekt sein kann und vermutet den Fehler in der Division 4 : 0,05 (Z. 90).

Fir die Umkehraufgabe sucht sie eine lineare Funktion, die durch den Punkt (2]3)
geht. Zunichst sucht sie offensichtlich nach einer proportionalen Funktion: ,Irgendwas
mal zwei muss drei ergeben” (Z. 100). Sie verwechselt aber anscheinend ,irgendwas”
(den Proportionalitdtsfaktor) mit x und schreibt ,f(x) = 2x” (Z. 101). Sie bemerkt, dass f(2)
= 4 ist und modifiziert die Funktion zu f(x) = 2x - 1 (Z. 103). Fur die zweite Funktion
wihlt sie einen beliebigen anderen Wert fiir die Steigung, entscheidet sich ftir 3 und erhalt
analog ,f(x) = 3x - 3” (Z. 107). Ihr Vorgehen beschreibt sie wieder kalkiilorientiert und
automatisiert als Anwendung der allgemeinen linearen Funktionsgleichung ,f(x) = mx +
b” (Z. 113). Dabei wird auch deutlich, dass sie, wenn es moglich ist, Losungswege so
wahlt, dass sie eine Division vermeidet: ,, Weil es ist schwierig, 'ne Kommazahl zu finden,
ich weifd gar nicht, ob's das gibt, wie viel mal zwei ist drei. Sowas kann man schlecht her-
ausfinden, aber man hat ja noch diesen y-Achsenabschnitt, mit dem kann man ein biss-
chen plus rechnen.” (Z. 118).
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Bianca hat kaum Schwierigkeiten im Mathematikunterricht. Forderung sollte aber
nicht nur den ,ProblemschiilerInnen” vorbehalten sein, sondern ein Angebot fiir alle
SchiilerInnen sein, um ihnen zu ermdglichen, ihr individuelles Leistungsniveau zu stei-
gern. Die Kollegiatin hat Schwierigkeiten bei der Division im Kopf. Das Problem liegt
aber nicht im mangelnden Verstdndnis, sondern lediglich in einer sicheren, effizienten
Umsetzung im Kopf. Da das Verstdndnis bereits vorhanden ist, darf das Kopfrechnen
starker automatisiert, d. h. trainiert werden. Zur Férderung werden daher ,Rechentricks”
zur Division im Kopf zusammengestellt und getibt. Dabei muss aber auch der Kollegiatin
deutlich gemacht werden, dass diese Tricks optionale, dem Verstandnis untergeordnete
Erganzungen sind, die nur zur Steigerung der Geschwindigkeit dienen sollen und dazu,
den Taschenrechner auch einmal zur Seite legen zu konnen. Bianca sollte auflerdem
bewusst werden, dass sie sehr kalkiilhaft an Aufgaben herangeht, was fiir Schulaufgaben
zwar hdufig zielfiihrend ist, jedoch nicht immer die schnellste und flexibelste Herange-
hensweise ist. Die Diagnose wird ihr deshalb so mitgeteilt und es werden Problemlose-
aufgaben zusammen gestellt, die nicht mit den standardisierten Verfahren aus dem
Unterricht gelost werden kénnen.

3.5.3 Christina

Christina ist Kollegiatin im zweiten Oberstufenjahrgang. Sie hatte fiir einen kurzen Zeit-
raum das Studienfach Mathematik belegt, aber dann wieder abgewéhlt. Sie besucht kei-
nen Briickenkurs. Der Mitschnitt folgt im Anhang ab Seite 96.

Christina versucht bei vielen Aufgaben, auf Losungsverfahren aus dem Unterricht
zuriickzugreifen, hat aber Schwierigkeiten, sich an die konkreten Verfahren zu erinnern.
Tatsdchlich wiére sie aber in der Lage, die Aufgaben mit eigenen Verfahren auf kreative
Weise zu l6sen, ist aber auf die Unterrichtsverfahren fixiert. Dies macht sich vor allem bei
den Anwendungsaufgaben bemerkbar. Der Kollegiatin fehlt also ein gewisses Selbstbe-
wusstsein fiir ihre eigenen Ideen, denn tiber die nétigen Kompetenzen verftigt sie. Das
kann zusammenhdngen mit einem Bild einer vorgefertigten Mathematik, die es anzuwen-
den gilt und die fiir jede Situation ein Verfahren bereit halt.

Bei der ersten Aufgabe benutzt sie die Formulierung, dass die Variable x ,auf eine
Seite” (Z. 2) gebracht werden muss, fiihrt die Rechnung aber korrekt durch. Die néchste
AufSerung gibt zum ersten Mal einen Hinweis auf ein Bild einer vorgegeben Mathematik:
Sie iiberlegt, was sie ,machen muss” (Z. 8), um die Koeffizienten zusammenfassen zu

4
konnen. Dann schreibt sie zunéchst die 4 als 1 (Z.9), erweitert mit 3 und versucht in ihren

Kommentaren, Unterrichtsvokabular zu benutzen: , Dann miisste ich den Bruch umfor-
men, als den gleichen Nenner auch benennen” (Z. 10). Sie subtrahiert die Zdhler und

10
formt die Gleichung um zu —?x:—5 (Z. 13). Bei Versuch, durch den Bruch zu teilen,

stoft sie zundchst auf die Schwierigkeit, einen Bruch im Nenner stehen zu haben (Z. 17),
erinnert sich dann aber, dass sie ,mit dem Kehrwert mal[nehmen]” (Z. 30) kann, was ihr
auch gelingt. Das Kiirzen des Ergebnisses gelingt ihr allerdings nicht (Z. 38).
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In der zweiten Aufgabe stellt die zuséatzliche Variable b fiir Christina zunédchst eine
Hiirde dar und sie tiberlegt, was sie ,machen soll” (Z. 58), denn eine Gleichung mit zwei
Variablen ergebe ,eigentlich keinen Sinn” (Z. 46). Sie habe das ,ziemlich oft gemacht,
aber momentan ist das irgendwie raus. Schon ein bisschen lidnger her” (Z. 52). Sie sucht
also wieder nach einem speziellen, aus dem Unterricht bekannten Losungsverfahren fiir
Gleichungen mit zwei Variablen. Sie wird aufgefordert, den Begriff , Variable” zu erkla-
ren. Wahrend der Erklarung korrigiert sie sich und prézisiert dabei den Begriff von ,ein
bestimmter Faktor, den man halt frei, den man halt bestimmen kann” (Z. 54) tiber ,also es
kann jede Zahl sein, jede mogliche” (ebd.) zu ,ein Platzhalter fiir jede mogliche Zahl”
(ebd.). Sie bemerkt auch die Aufforderung nach x aufzulosen und danach 16st sie die Auf-

gabe problemlos bis zur Gleichung %Zx (Z. 61). Anscheinend hat sich die bewusste

Vorstellung, die die Kollegiatin von Variablen hatte, wahrend ihrer Erklarung gedndert,
sodass die Aufgabe nun doch Sinn ergab. Die Reaktion zeigt aber auch den Einfluss des
Interviewers auf die Losung und muss entsprechend berticksichtigt werden.

Bei der entstandenen Gleichung hat sie Schwierigkeiten beim Kiirzen, da sie sich fragt,
ob man auch bei Produkten kiirzen darf (Z. 67). Sie versucht, eine entsprechende Regel
aus dem Unterricht zu erinnern und kommt zu dem Schluss, das aus Produkten gekiirzt
werden darf.

Die dritte Aufgabe wird durch Ausmultiplizieren gelost, was auch gelingt. Die Frage,
ob sie die binomischen Formeln herleiten konne, verneint Christina mit dem Hinweis,
dass sie es ,nicht mehr” (Z. 85) konne, weil es schon so lange her sei.

Bei der Bevolkerungsaufgabe unterstreicht sie sich zundchst die Zahlen in der Aufga-
benstellung und schreibt sie heraus (Z. 94) - ein Vorgehen, das vermutlich im Unterricht
so gezeigt wurde. Sie assoziiert den Wachstumsvorgang mit einer , Exponentialfunktion”
(Z. 95) und merkt an, dass sie solche Rechnungen erst , vor Kurzem in Mathe gehabt” (Z.
95) habe. Die entsprechende Gleichung fallt ihr allerdings nicht mehr ein uns sie kann sie
auch nicht herleiten. Stattdessen beschreibt sie, wie die Aufgabe ohne eine Gleichung
gelost werden kann und schldgt vor, den Wert 83 Millionen wiederholt auf den Aus-
gangswert 7,1 Milliarden zu addieren (Z. 103). Sie bringt dieses Vorgehen aber nicht in
Zusammenhang mit einer linearen Funktion. Bei der anschlieffenden ersten Addition wer-
den die 83 Millionen falsch umgerechnet (0,83 Milliarden) (Z. 119). Nach dieser Berech-
nung wdre es fiir die Diagnose sinnvoll gewesen, noch einmal zu versuchen, eine Glei-
chung aufzustellen, was jedoch erst bei der Analyse auffiel.

Bei der Tarif-Aufgabe tritt zunéchst ein Verstandnisproblem auf: Der Begriff ,monatli-
che Gesprachsdauer” wird so interpretiert, dass einen Monat lang telefoniert wird. Dies
fiel auf, als Christina begann, die Minuten eines Monats zu berechnen, sodass eingegriffen
wurde, um die Begrifflichkeit zu kldren (Z. 132). Christina stellt fiir beide Tarife eine Kos-
tenfunktion auf, berticksichtigt aber nicht, dass die Grundgebtiihr in Euro, der Minuten-
preis in Cent angegeben ist (Z. 124 und 136). Danach folgt wieder ein Problem, dass ver-
mutlich dadurch zustande kommt, dass sie sich an das formalisierte Vorgehen im Unter-
richt gebunden fiihlt: Sie hat keine Idee, was sie mit den nun aufgestellten Funktionster-
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men anfangen kann, denn , Da hab ich jetzt halt zwei, zwei Gleichungen. Die kénnte ich
halt vergleichen, indem ich sie gleichsetze. Aber halt, ich muss ich erstmal, dass beide
denselben. Das sind ja nur zwei Terme” (Z. 137) und ,Ich hab jetzt zwei Terme, aber es
fehlt halt noch, wie soll ich sagen, ein Ergebnis, was rauskommen muss” (Z. 139). Gleich-
setzen scheint nur als Losungsverfahren fiir Gleichungen oder zum Bestimmen von
Schnittpunkten von Funktionen moglich zu sein. Da sie aber nur einen Funktionsterm
und keine Funktionsgleichung mit ,f(x) = ...” aufgestellt hat, fehlt ihr die Form, um das
Verfahren anzuwenden. Da die Zeit weit fortgeschritten war, wurde allerdings nicht
ndher darauf eingegangen, sondern mit der letzten Aufgabe fortgesetzt (Z. 144). Riickbli-
ckend wiére es sinnvoll gewesen, die letzte Aufgabe wegzulassen und stattdessen die Auf-
gabe 5 weiter zu bearbeiten.

Bei der Umkehraufgabe werden wieder Vorgehensweisen aus dem Unterricht benutzt.
Zundchst benennt die Kollegiatin den Punkt (2 |3) mit dem Buchstaben P, schreibt ,P(2 |
3)” (Z.150) und zeichnet ein Koordinatensystem, in das sie diesen Punkt eintragt. Danach
zeichnet sie eine Ursprungsgerade durch den Punkt, also den Graphen von 1,5x und be-
zeichnet die Funktion als ,f(x) = x” (Z. 156). Diese Funktion scheint ein Schema fiir eine
proportionale Funktion zu sein, das nicht weiter tiberpriift oder angepasst wird.

Ihre urspriingliche Idee, eine zweite lineare Funktion zu wéhlen, die orthogonal zur
ersten durch den Punkt verlduft (Z. 154), verwirft sie wieder und zeichnet stattdessen eine
nach unten getffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt (2|3) (Z. 158). Der Hintergrund ist
vermutlich, dass die Konstruktion von Funktionen in der Schule hédufig an verschobenen
und gestreckten Normalparabeln (, Scheitelpunktsform”) thematisiert wird. Christina ver-
sucht, fiir den Graphen eine Funktionsgleichung aufzustellen, wobei sie vermutlich auf
die Scheitelpunktsform zurtickgreifen will. Dies gelingt ihr jedoch nicht (Z. 162).

Um zu tiberpriifen, ob die von ihr aufgestellten Funktionen die Anforderung erfiillen,
versucht sie den Schnittpunkt der Funktionen durch Gleichsetzen zu bestimmen und
nicht, den vorgegebenen Punkt einzusetzen. Auf die Frage, ob sie schon einmal selbst
Funktionen konstruiert hat, antwortet sie, dass das ,,verdammt lange her” (Z. 173) sei. Sie
merkt nach dem Interview an, dass sie Mathematik eigentlich , ziemlich gut drauf” habe.
Sie scheint mit ihrem eng am Unterricht orientierten Mathematikkonzept erfolgreich zu
sein, hat aber durch diese Oberfldchlichkeit Schwierigkeiten mit Aufgaben, die nicht den
aktuellen oder kiirzlich im Unterricht behandelten Inhalten entsprechen.

Zur Forderung werden Christina die gewonnenen Erkenntnisse mitgeteilt, damit sie
sich dessen bewusst wird und sich in Zukunft ein anderes Bild von der Mathematik
machen kann. Aufierdem werden einige Problemldseaufgaben zusammen gestellt, die
sich nicht mit reinen Unterrichtsverfahren 16sen lassen.

3.5.4 Dennis

Dennis besucht den ersten Oberstufenjahrgang und wird diesen wiederholen. Er besucht
den Briickenkurs 1. Das vollstindige Transkript und die Mitschrift sind im Anhang ab
Seite 107 abgedruckt.
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Die drei kalkiilorientierten Aufgaben bereiten ihm grofie Schwierigkeiten. Auf den ers-
ten Blick scheint es, als verwechsele er die Grundrechenarten miteinander. Eine genauere
Betrachtung zeigt aber, dass die Probleme vor allem in der Kenntnis der formalen Nota-
tion liegen. Bei der Tarif-Aufgabe zeigt sich durchaus ein mathematisches Grundver-
standnis. Die Aufgabe 16st er aber unter Vermeidung der Formelsprache. Bei der Umkehr-
aufgabe kann er seine Losungsidee nicht umsetzen, da ihm wieder die formale Schreib-
weise Probleme bereitet und fiir ihn der Begriff einer Funktion nicht klar ist.

Er beginnt die erste Aufgabe mit der Addition des Wertes 5 (Z. 5). Er benutzt dabei den
(wohl aus dem Unterricht tibernommenen) Ausdruck, die ,finf auf die andere Seite” (Z.
4) zu bekommen. Die Sprechweise macht nicht deutlich, dass auf beiden Seiten der Rech-
nung die gleiche Operation vorgenommen werden muss. Und so fragt er sich, ob die fiinf
nun auf der linken Seite addiert werden muss oder , ganz weg” (Z. 6) geht. Das deutet
darauf hin, dass die Operation bei ihm unverstanden ist, sondern rein kalkiilhaft ange-
wendet wird. Dies bestétigt sich im nédchsten Schritt, in dem er auf den beiden Seiten der
Gleichung unterschiedliche Operationen durchfiihrt. Er schreibt ,+4” (Z. 9) und addiert
links vier (Z. 11). Rechts wird scheinbar durch vier geteilt. Bei Vergleich mit anderen Ope-
rationen, wird aber deutlich dass er den Koeffizienten ,4” einfach weg ldsst: Er fragt sich
im Schritt vorher, ob die funf ,ganz weg” geht und bemerkt spéter bei Aufgabe 2, als er
die Gleichung ,4x = 2x + 9b” (Z. 44) bearbeitet und ,4x” (Z. 46) addieren will, dass dann
links , gar nichts mehr” (Z. 47) stehen bleibe. Es ist ein Schema zum Losen von Gleichun-
gen erkennbar, bei dem der Wert, den es ,wegzubekommen” (Z. 49) gilt, auf einer Seite
addiert und auf der anderen Seite weggelassen wird. In dieser Sichtweise werden beim
Losen von Gleichungen keine Rechnungen durchgefiihrt, sondern Symbole verschoben.
Die scheinbar korrekt geloste erste Umformung (Z. 5) funktionierte dann deshalb zufillig,
weil auf der rechten Seite ein Minuszeichen vor der 5 stand. Im Widerspruch dazu steht
allerdings, dass bei Aufgabe 2 der Wert ,2x” korrekt auf beiden Seiten subtrahiert wird.
Moglicherweise liegt dies am ,,x”, da fiir Dennis fiir Terme mit und ohne Variablen vollig
unterschiedliche Regeln zu gelten scheinen (Z. 61). Dies spricht ebenfalls fiir ein rein kal-
kiilhaftes Bild von der Mathematik ohne Realitdtsbezug, fiir das beliebige Regeln akzep-
tiert und auswendig gelernt werden miissen. Eine andere Moglichkeit, warum an dieser
Stelle ,2x” subtrahiert wird, liegt im Einfluss durch den Interviewer: Nachdem oben 4
addiert wurde und rechts scheinbar durch 4 dividiert (eigentlich weggelassen), wurde
nachgefragt, warum die Addition gewdhlt wurde und keine andere Operation (Z. 25),
worauthin erwidert wurde, dass er tatsdchlich hitte subtrahieren miuissen (Z. 26).

Fiir Dennis steht das Nebeneinanderschreiben eines Koeffizienten und einer Variablen
fiir eine implizite Addition. 4x ist also gleichbedeutend mit 4 + x. Darauf deutet eine
Auflerung des Kollegiaten hin: , Eigentlich hétte ich minus vier, weil es ja plus vier ist” (Z.
26). Ebenfalls dafiir spricht die Anwendung des Distributivgesetzes auf ,2(x + 3b)” (Z. 31)
mit dem Ergebnis ,2x + 5b” (Z. 35). Interessant ist dabei, dass Dennis trotz der implizit
angenommenen Addition die Sprechweise ,mal” (Z. 37) benutzt, weshalb an dieser Stelle
zundchst von einem Verwechseln von Addition und Multiplikation bei der Durchfiithrung
der Rechnung ausgegangen wurde.
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Die Losung von Aufgabe drei ist ebenfalls mit dieser Fehlvorstellung zu erkldren: Der
Term (x - 5)? wird umgeformt zu 4x2. Wiederholtes Nachfragen deutet auf folgendes Vor-
gehen hin: Zundchst wird x - 5 betrachtet. Da kein Koeffizient vor dem x steht, ist dies
gleichbedeutend mit 1x - 5. Da das Nebeneinanderschreiben fiir eine implizite Addition
steht, gilt 1x - 5 =1 + x - 5. Die Werte 1 und -5 werden verrechnet, wobei die kleinere von
der grofieren Zahl abgezogen wird - eine Strategie, die in Anwendungsaufgaben zumin-
dest in den unteren Jahrgéngen hadufig zum Ziel fiihrt. Somit folgt x - 5 = 4 + x = 4x. Die-
ser Term wird quadriert zu 4x2, wobei unklar bleibt, ob Exponenten fiir Dennis grund-
sdtzlich nur auf x-Terme wirken oder ob bei dieser Schreibweise auch die vier quadriert
werden muss (Z. 86f.).

Im Interview fiel dieses Verstandnis des Nebeneinanderschreibens allerdings nicht auf,
sondern erst in der Analyse, weshalb keine genauere Untersuchung stattfinden konnte.
Zunichst wurde Willkiir vermutet, die durch den Wunsch entsteht, schnell mit der Auf-
gabe abzuschlieflen. Darauf deuten auch Auflerungen des Kollegiaten wie ,Und dann
wollte ich einfach, dass eine Seite freier ist.” (Z. 22) hin. Genauere Nachfragen zum Vorge-
hen tragen nicht immer zum Verstdndnis bei, da Dennis die Introspektion offenbar
schwer fillt (z. B. Z. 74ft.).

Bei der Aufgabe 4 zum Bevolkerungswachstum wird sofort ein korrekter Funktions-
term fiir den Bevolkerungsstand im Jahre x nach heute aufgestellt. Lediglich der Wert 83
Millionen wird um eine Dezimalstelle falsch als 0,83 Milliarden dargestellt: 7,1 + 0,83x. Es
wird allerdings keine Gleichung aufgestellt, d. h. der Funktionsterm wird nicht mit dem
gesucht Wert 10 gleichgesetzt, auch nicht auf die Nachfrage, wie man mit dem Term das
Problem losen konne (Z. 98f.). Dagegen wird bereits der Funktionsterm als ,Gleichung”
(Z. 99) bezeichnet. Das korrekte Aufstellen des Funktionsterms wird dadurch begiinstigt,
dass Dennis im Gegensatz zu den meisten anderen KollegiatInnen offenbar den Wachs-
tumsprozess nicht sofort mit exponentiellem Wachstum verkniipft. Das oben beschrie-
bene Verstandnis vom Nebeneinanderschreiben von Zahlen und Variablen als implizite
Addition wirft allerdings die Frage auf, ob hier tatsdchlich ein korrekter Term aufgestellt
wurde, oder ob aus den Werten in der Aufgabenstellung ein plausibler Term , gebastelt”
wurde. Die Erklarung des Interviewten , Also sind das die Menschen plus die Millionen,
die dazu kommen und dann mal das wie oft das dazu gerechnet werden muss, damit das
zehn Milliarden ergibt” (Z. 93) spricht aber daftir, dass ein sinnvoller Term aufgestellt
wurde und die Aufgabe und das Vorgehen verstanden wurden. Dennis unterliegt hier
auch nicht den fiir ihn schwierigen Problemen eines auswendig gelernten Kalkiils, da ihm
kein Kalkiil bekannt ist: ,, Also sowas hab ich noch nie gemacht, also selber eine Gleichung
aufstellen” (Z. 95). Er verftigt also durchaus tiber die Kompetenz, logisch und gezielt vor-
zugehen und quantitative Gréflen miteinander in Bezug zu setzen. Aufgaben mit Sachbe-
zug kann er deswegen 16sen, vermeidet aber die Benutzung der standardisierten Vorge-
hen.

Dies trifft auch bei der Tarif-Aufgabe zu, die er 16st, ohne je einen Funktionsterm auf-
zustellen. Der Schiiler erkldrt sofort, welcher Tarif giinstiger ist, wenn wenig telefoniert
wird (Z. 109), und warum der andere bei langen Gespréchszeiten giinstiger ist (Z. 113).
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Der realititsnahe Anwendungsbezug ermoglicht ihm die Bearbeitung und es ist wegen
der Beobachtungen bei den ersten drei Aufgaben davon auszugehen, dass er die analoge
Aufgabe ,Bestimme die Losung von 1 + 0,1x = 5 + 0,05x” nicht geltst hdtte. Die Tarif-
Aufgabe 16st er, indem er abwechselnd fiir beide Tarife fiir eine bestimmte Dauer die
Gesamtkosten berechnet.

Dabei scheint er zunédchst dem Paradoxon von Achilles und der Schildkrote zu unter-
liegen: Achilles macht einen Wettlauf mit einer Schildkréte, ldsst ihr aber einen gewissen
Vorsprung. Wenn Achilles bis zum Startpunkt der Schildkrote gelaufen ist, hat diese
ebenfalls eine Strecke zurtickgelegt. Wenn Achilles diese Strecke gelaufen ist, ist die
Schildkréte schon wieder ein Stiick weiter. Achilles muss auch dieses Stiick zurticklegen,
bevor er die Schildkrote einholen kann, aber bis er dieses Stiick gelaufen ist, hat sich die
Schildkrote wieder etwas bewegt. Dies geht immer so weiter, folglich kann Achilles nicht
gewinnen. Die Auflosung des Paradoxons liegt darin, dass sowohl die zuriickgelegten
Streckenabschnitte als auch die Dauer fiir das Zuriicklegen eines Abschnitts immer kiirzer
werden und die Gesamtstrecke und Gesamtzeit bis zum Uberholen als konvergente Rei-
hen dargestellt werden konnen.

Dennis unterliegt zundchst einem dhnlichen Paradoxon. Tarif 1 und Tarif 2 werden als
Gegner in einem Kosten-Rennen betrachtet, das bei null Minuten Gespréachsdauer startet.
Tarif 2 hat durch die hohere Grundgebiihr einen Vorsprung von vier Euro. Nach 40 Minu-
ten hat Tarif 1 diesen Vorsprung aufgeholt (Z. 113), aber bis dahin ist Tarif 2 auch teurer
geworden und hat immer noch einen Vorsprung. Somit ist Tarif 1 , gtinstiger. Immer.” (Z.
113) und die frithere Erkenntnis, dass sich Tarif 2 irgendwann lohnt, wird revidiert. Auf
Nachfrage folgt allerdings die Bemerkung, dass es doch irgendwo einen Schnittpunkt
geben muss: ,irgendwann tiberholt er ihn” (Z. 119). Die folgende Berechnung erfolgt aber
wieder gemdfs dem Vorgehen bei Achilles und der Schildkrote: Abwechselnd wird die
Gesprachsdauer bei Tarif 1 erhoht, um den Vorsprung bei Tarif 2 zu schliefien, woraufhin
festgestellt wird, dass Tarif 2 auch wieder teurer geworden ist (Z. 121 bis 126). Als er
bemerkt, dass dieses Vorgehen nicht zum Ziel fiihrt, weil der Abstand zwar kleiner, aber
nicht null wird, wird das Verfahren fallen gelassen und die Kosten fiir einen grofleren
Wert berechnet: 100 Minuten, wobei zwischendurch auch ,, 10 Minuten” oder ,, 100 Euro”
(Z.127ft.) gesagt, aber nicht gemeint, wird. Letztendlich wird die Aufgabe durch systema-
tisches Probieren (Intervallschachtelung) geltst (Z. 137), wobei nur ein Fehler in der Dezi-
malstelle gemacht wird, der ihm nicht auffallt: 8 Minuten statt 80 Minuten. Somit beweist
Dennis seine Problemlosekompetenz.

Die Umkehraufgabe bereitet wieder durch die Formelsprache Schwierigkeiten. Ob-
wohl er die Tarif-Aufgabe komplett durch Kopfrechnen geltst hat, benotigt er einen
Taschenrechner um eine Wertetabelle fiir die Funktion x - 4 anzulegen (Z. 157ff.). Die
Wertetabelle benotigt er, um den Graphen zu zeichnen, wofiir ihm nicht zwei Punkte
gentigen, da er die Linearitit offensichtlich nicht erkennt. Von der kreativen Losung der
Aufgabe 5 fillt er zuriick auf ein vorgegebenes Verstiandnis von Mathematik: ,,Das wurde
mir irgendwann mal erklért, aber das habe ich wieder vergessen” (Z. 159). Das Zitat steht
auch fiir ein passives Lernen, das dadurch erfolgt, dass etwas erklart wird.
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Seine Losungsidee kann durchaus als durchdacht bezeichnet werden. Er zeichnet den
Punkt ein, durch den die Funktion verlaufen soll. Es wird mit Hilfe der Wertetabelle im
Taschenrechner eine beliebige Funktion eingezeichnet (Z. 170ff.) und dann versucht, die
Funktion so anzupassen, dass sie durch den Punkt verlduft (Z. 186ff.). Nur den Punkt (2|
3) zu betrachten, gentigt offenbar nicht. Moglicherweise ist dem Kollegiaten die Eindeu-
tigkeit von Funktionen nicht bewusst. Die Notation ist fiir ihn vollig losgeldst von den
Funktionswerten (z. B. Z. 188). Fiir den Zusammenhang benétigt er den Taschenrechner.
Ihm scheint nicht bewusst zu sein, dass er den Wert auf der x-Achse fiir das x im Funkti-
onsterm einsetzen kann, um den Wert auf der y-Achse zu erhalten. Durch systematisches
Probieren mittels Intervallschachtelung fiir die y-Verschiebung findet er mit Hilfe der
Wertetabelle im Taschenrechner eine Funktion die durch den gesuchten Punkt verlduft.

Zur Forderung wird vorgeschlagen, dass die Variablennotation durch einen erkldren-
den Text - da keine personliche Forderung erfolgt - von Grund auf eingefiihrt wird. Dazu
werden einfache Beispiele gezeigt und der Zusammenhang zur bekannten Notation her-
gestellt, indem Werte fiir die Variablen eingesetzt werden. Aufgaben dazu sollen Anwen-
dungsbezug haben. Im ndchsten Schritt werden Gleichungen eingefiihrt und durch einfa-
che Beispiele veranschaulicht. Fiir Dennis ist vor allem wichtig, die Umformungsschritte
nachzuvollziehen und nicht auswendig zu lernen. Sinnvoll erscheint der Vergleich mit
einer Waage im Gleichgewicht. Auch hier sollen wieder Anwendungsaufgaben erstellt
werden, um es zu ermoglichen die Sinnhaftigkeit des Losens von Gleichungen erfahrbar
zu machen. Fiir alle Aufgaben wird eine detaillierte Musterlosung zur Selbstkontrolle
erstellt, sodass Fehler sich nicht einprdgen und ggf. eine Lehrkraft gefragt werden kann.

3.5.5 Eduard

Eduard besucht den ersten Oberstufenjahrgang und hat das Studienfach Mathematik
belegt. Das Transkript ist im Anhang ab Seite 117 abgedruckt.

Wie das gewéhlte Studienfach erwarten lésst, treten beim Losen der Diagnoseaufgaben
nur wenige Schwierigkeiten auf. Die Motivation, am Interview teilzunehmen, diirfte in
der Freude an der Mathematik liegen. Schwierigkeiten hat er im Umgang mit Briichen.
Bei der ersten Aufgabe formt er die Gleichung korrekt zu

5

=X

31 (Z.15)
3

um und merkt an, dass das Ergebnis nicht stimmen konne, da ,jetzt sowas Krummes

rauskommt” (Z. 14). Hier zeigt sich zum Einen eine Strategie beim Mathematikanwenden,

die auf den Schulunterricht ausgerichtet ist und , glatte” Losungen bevorzugt. Zum Ande-

ren zeigt die Aussage, dass Eduard Probleme hat, durch einen gemischten Bruch zu divi-

dieren. Auf Nachfrage durch den Interviewer, ob man den Bruch ,noch anders schreiben”

5
(Z.17) konne, wird die Gleichung umgeformt zu —==x (Z. 19), was ihm fiir die weitere

7

Rechnung aber auch nicht weiter bringt. Er berechnet zunichst x = 5,5 (Z. 21), wobei nicht
genau klar wird, auf welche Weise dies berechnet wurde. Einen Hinweis liefert aber die
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darauf folgende Aussage, in der die Rechnung wieder verworfen wird: ,Wenn jetzt hier
3,3 stehen wiirde oben, dann wir's ja, dann wir's ja eins.” (Z. 24). Gemeint konnte sein,

3,3 3,3
dass ein Widerspruch festgestellt wird zwischen dem bekannten ﬁ=1 und 33
was aus analoger Rechnung zur eben durchgefiihrten folgen wiirde.

3,3,

Die Zweifel an der bisherigen Rechnung sind so grofs, dass von vorne begonnen wird
(Z. 26ft.), was jedoch wieder zum selben Ergebnis mit dem gemischten Bruch im Nenner
fuhrt. Die nochmalige Rechnung wird der Suche nach einem Fehler vorgezogen. Es zeigt

2
sich diesmal bereits bei der Subtraktion 4 — 3 eine Unsicherheit und der Kollegiat fragt, ob

ein Taschenrechner benutzt werden darf (Z. 34). Als dies verneint wird, 16st er die Sub-
traktion korrekt (Z. 37), gibt im nichsten Schritt aber auf und bittet darum, mit der ndchs-
ten Aufgabe fortfahren zu konnen (Z. 52). Es zeigt sich eine Unsicherheit im Umgang mit
Briichen, die in der Regel dank des Taschenrechners fiir den Erfolg im Mathematikunter-
richt keine grofse Rolle spielt. Fiir komplexere Rechnungen und ein tieferes Verstdndnis
der Rechnungen wire es aber hilfreich, die fehlende Kompetenz aufzubauen.

Die Gleichung der zweiten Aufgabe wird problemlos gelost. Eduard merkt an, dass es
~egal” (Z. 68) sei, ob nach x oder nach b aufgelost werde, entscheidet sich aber fiir x. Mog-
licherweise deutet das auf ein Variablenverstidndnis hin, das Variablen stets als unbe-
kannte, zu berechnende Grofien betrachtet und nicht zum Beispiel als gegebene Parame-
ter.

Der Term in der dritten Aufgabe wird umgeformt zu x? + 25 (Z. 87). Hier wurde
zundchst eine unzuldssige Linearisierung vermutet. Wie sich aber spéter herausstellt, liegt
der Fehler hier darin, dass das Losungsschema einer anderen binomischen Formel ange-
wendet wurde (Z. 96). Durch explizites Ausmultiplizieren bemerkt Eduard aber seinen
Fehler und kann ihn auch benennen (Z. 88ff.).

Die Bevolkerungsaufgabe wird problemlos gelost. Die Milliarden werden korrekt in
Millionen umgerechnet (Z. 103) und ein linearer Funktionsterm fiir die Bevolkerungsent-
wicklung aufgestellt (Z. 107). Es wird bestimmt, wann die Funktion den Wert 10 000
erreicht (Z. 117).

Die Tarif-Aufgabe wird ebenfalls problemlos bearbeitet, wobei fiir beide Tarife eine
Kostenfunktion aufgestellt wird, von denen der Schnittpunkt durch Gleichsetzen berech-
net wird. Die Euro-Betrdge werden dabei in Cent-Betrdge umgerechnet. Dadurch treten
auch keine Dezimalbriiche auf, die moglicherweise zu dhnlichen Schwierigkeiten wie in
Aufgabe 1 gefiihrt hitten.

Bei der Umkehraufgabe wird die Funktion ,f(x) = 3" (Z. 157) angegeben und dann eine
lineare Funktion mit der Steigung 1 bestimmt, die durch den Punkt (2 |3) geht. Dazu wird
zundchst der Graph der Funktion gezeichnet, um die Werte im Schema ,a x + b” (Z. 172)
zu bestimmen. Dabei wird a = 1 festgelegt, aber statt des y-Achsenabschnitts b wird
zundchst die Nullstelle -1 (Z. 163) eingetragen. Der Fehler wird aber bemerkt und korri-
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giert (Z. 169). Das Schema wurde also nicht nur verwendet, sondern auch verstanden.
Dies wird auch die ausfiihrliche Erklarung deutlich, wie eine lineare Funktion durch
einen beliebigen Punkt gefunden werden kann.

Die wenigen Schwierigkeiten im Diagnoseinterview lagen im Bruchrechnen. Zur For-
derung wird dazu eine wiederholende Einfiihrung in die Division durch Briiche gegeben.
Da dem Kollegiaten seine Starken bewusst sind, besteht die Gefahr, dass er das Forderan-
gebot als nicht ernsthaft zurtickweist. Deswegen wird er darauf hingewiesen, dass sich
nur um eine Wiederholung von lingst Bekanntem handelt, dass etwas aufgefrischt wer-
den sollte.

3.5.6 Florian

Florian ist Kollegiat im ersten Oberstufenjahrgang und besucht keinen Mathematik-
Briickenkurs. Das vollstandige Transkript findet sich im Anhang ab Seite 129.

Er ist sehr gut im Kopfrechnen mit den Grundrechenarten und fiihrt beispielsweise
auch die Division von Dezimalbriichen korrekt im Kopf durch. Einige im Unterricht tibli-
che Verfahren beherrscht er nicht. Er hat jedoch ein so fundiertes mathematisches Ver-
standnis, dass er die Aufgaben auch ohne fertige Verfahren losen kann, indem er neue
Verfahren erfindet. Fiir ihn stellen somit viele eigentlich einfache Aufgaben, bei denen die
Reproduktion von Unterrichtswissen reichen wiirde, Problemldseaufgaben dar, weil erst
ein Verfahren entwickelt werden muss. Florian ist somit in der Lage, auch Aufgabentypen
zu bearbeiten, die nicht im Unterricht behandelt wurden, konnte viele Aufgaben aber effi-
zienter Losen, wenn er die Verfahren beherrschen wiirde. Auflerdem hat der Kollegiat
leichte Schwierigkeiten im Umgang mit gemischten Briichen.

Auch Florian benutzt die Sprechweise, dass ,das x auf Seite” (Z. 2) zu bringen. Er fiihrt
aber auf beiden Seiten dieselbe Operation durch und subtrahiert 4x (Z. 4). Er berechnet

2 10
4 "3 und erhélt zundchst korrekterweise 3 Er tiberpriift seine Rechnung noch einmal

1 1
und erhalt 3 Dabei hat er zundchst 4—5235 gelost und das Ergebnis umgerechnet.

Zundchst wurde die ganze 3 in Drittel umgerechnet: , drei Drittel ist eins. Das heifst neun”
(Z. 8). Dann ereignete sich offenbar ein Fliichtigkeitsfehler und es wurden nicht ein Drittel
addiert, sondern zwei Drittel, die auf der linken Seite der Gleichung stehen. Fiir die Glei-

- —-15
chung 3 X3 gibt er allerdings keine Losung an, da er das Ergebnis ,seltsam” fin-

det. Hier zeigt sich zum einen eine typische Schiilerstrategie zum Erkennen von korrekten
Losungen: Er erwartet eine ganze Zahl oder einen einfachen Bruch als Losung, keine
,krumme” Zahl. Florian hat diese Strategie, wie die Bevolkerungsaufgabe 4 zeigt,
anscheinend perfektioniert: Er kombiniert die Zahlen manchmal ,nach Gefiihl” - das ihn
allerdings nicht tiuscht - fiihrt aber zundchst im Kopf eine Uberschlagsrechnung durch
und wahlt dann jene Kombination, die das plausibelste Ergebnis verspricht (Z. 73ff).
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Die erste Aufgabe wird auf Grund des unerwiinschten Ergebnisses von vorne begon-
nen, wobei die Losungsschritte in anderer Reihenfolge durchgefiihrt werden (Z. 14ff.). Er

1
erhdlt die Gleichung ,, 5= 35X ”(Z.19) und hat im Folgenden Schwierigkeiten durch den

1
gemischten Bruch zu teilen. Er berechnet in mehreren Schritten 5:35N3,31 (Z. 31). Als

Zwischenschritt schreibt er ,x =1 + 0,66 + 1,65” (Z. 27/30). Durch die Nachfragen durch
den Interviewer ergibt sich, dass dabei folgendermaflen gerechnet wurde: Zunéichst
wurde die Rechnung unzuldssig linearisiert. Dann wurde aus der Division durch den
Kehrwert einer natiirlichen Zahl (3) die Multiplikation mit diesem Kehrwert. Insgesamt

ergibt sich 5:3 %ZS : 3+5%: 1+§+5~ %~3,31 . Die Rechnungen wurden im Kopf durchge-
fuhrt. Dezimalbriiche werden der Darstellung mit ganzzahligem Zihler und Nenner
offenbar vorgezogen.

Die Losung 3,31 wird vom Kollegiaten verworfen, als er seinen Losungsweg erklart.
Denn dort bemerkt er, dass die Losung zwischen 1 und 2 liegen muss (Z. 39). Er dividiert
erneut, diesmal ohne zu Linearisieren, sondern durch Auffiillen der 5. Er bemerkt

1 2
zundchst, dass 3 5 einmal in 5 hineinpasst und dass 1 5 tibrig bleiben. Diese rechnet er in

5 1 10
einen ungemischten Bruch um und bemerkt, dass 3 die Halfte von 352? ist (Z. 391f.).

Letzteres wird dabei im Kopf umgerechnet ohne den Widerspruch zum ersten Losungs-
versuch wahrzunehmen (Z. 9). Zusammen ergibt sich die korrekte Losung ,x = 1,5” (Z.
42). Die Losung der Aufgabe zeugt von einem guten Zahlenverstindnis, ist aber nicht
besonders effizient.

Aufgabe 2 wird ohne Probleme gel6st und ergibt keinen Anlass fiir weitere Nachfra-
gen. Aufgabe 3 wird ebenfalls ohne Probleme geltst. Zu bemerken ist, dass die Klammer
ohne Zuhilfenahme einer binomischen Formel, sondern durch Ausmultiplizieren gelost
wurde (Z. 67). Dies ist konsistent dazu, dass Formeln und fertige Verfahren von Florian
vermieden werden.

Die Bevolkerungsaufgabe weckt auch bei Florian Erinnerungen an den Unterricht und
er betrachtet ein exponentielles Wachstum, bei dem die Zunahme nur im ersten Jahr den
in der Aufgabe angegebenen 83 Millionen entspricht. Dazu berechnet er zunéchst das pro-
zentuale Wachstum im ersten Jahr (Z. 74ff.). Er macht dabei einen Fehler bei der Umrech-
nung der Millionen in Milliarden und rechnet mit 0,83 Milliarden (Z. 73). Den Prozent-
wert berechnet er auf eine umsténdliche Weise im Kopf, erhilt aber ein gutes Ergebnis. Er
folgt seinem Gefiihl fiir den richtigen Losungsweg: Er teilt zundchst 7,1 durch 0,83 und
teilt anschliefiend 100 durch den Quotienten. Die Rechnung erfolgt jeweils durch Auffiil-
len: Von 0,83 wird das Doppelte, das Vierfache und das Achtfache durch wiederholte Ver-
dopplung berechnet (Z. 75ff.). Er bemerkt, dass das Achteinhalbfache von 0,83 etwas
mehr als 7,1 ist und gibt 7,1 : 0,83 ~ 8,4 (Z. 80) an. 100 : 8,4 wird auf dieselbe Weise berech-
net, das Ergebnis ist 11,9 (Z. 84). Das Ergebnis des Kopfrechnens liegt sehr nahe am tat-
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sdchlichen Wert (ca. 11,7). Er addiert 100% fiir den bisherigen Bestand und stellt somit die
Gleichung 7,1 -1,12' = 10 (Z. 88ff.) auf. Florian hat also eine Gleichung fiir exponentielles
Wachstum selbststandig und korrekt hergeleitet.

Bei der Tarif-Aufgabe schliefst er zunédchst aus der Formulierung der Aufgabenstellung
auf die Losung: Er schliefit daraus, dass ein Tarif fiir WenigtelefoniererInnen giinstig ist,
der andere fiir VieltelefoniererInnen (Z. 100). Die Fragestellung wiirde fiir ihn sonst als
Mathematikaufgabe keinen Sinn ergeben. Hier zeigt sich eine im Mathematikunterricht
antrainierte Strategie. Der Kollegiat erkennt zutreffend, dass der Tarif mit niedriger
Grundgebiihr giinstiger ist, wenn wenig telefoniert wird und dass der Tarif mit niedrigem
Minutenpreis giinstiger ist, wenn viel telefoniert wird (Z. 100).

Im Folgenden zeigt sich wieder, dass Florian fertige Unterrichtsverfahren vermeidet
und stattdessen neue Verfahren entwickelt. Die Aufgabenstellung liefert eine typische
Situation fiir das Gleichsetzen von zwei Funktionstermen. Da der Interviewte sicher im
Losen von Gleichungen ist, hdtte ihm dieses Verfahren fiir einen kurzen Losungsweg
offen gestanden. Er 16st die Aufgabe nicht analytisch, sondern numerisch und legt eine
Tabelle an, in der er die Tarife vergleicht. Er geht dabei systematisch, aber nicht besonders
effizient vor. Fur verschiedene Minutenpreise berechnet er die Kosten fiir beide Tarife in
Schritten von 10 Minuten (Z. 105ff.). Dabei macht er sich zu Nutze, dass die Kostenfunk-
tionen linear verlaufen, also immer ein konstanter Wert addiert wird, wenn weitere 10
Minuten telefoniert wurden. Die Berticksichtigung der Grundgebiihr muss somit nur ein
einziges Mal pro Tarif erfolgen.

Die Gleichheit der Kosten, d. h. der Schnittpunkt der Kostenfunktionen wird von ihm
nicht mit dem , Uberholen” in Verbindung gebracht. Er notiert bei beiden Tarifen, dass sie
bei 80 Minuten 9 Euro kosten, berechnet dann aber noch die Werte fiir 90 Minuten und
bemerkt, dass ,nach 90 Minuten Telefonierzeit [...] Tarif 1 teurer geworden” (Z. 126) ist.
Auf die Nachfrage, ob es genau 90 Minuten seien, versucht er den Wert zwischen 80 und
90 Minuten zu finden, bei dem Tarif 1 das erste Mal teurer ist als Tarif 2 und nihert sich
der 80 schrittweise (Z. 131ff.) - bzw. 8, weil er zum Schluss das Komma versehentlich um
eine Stelle verschiebt.

Bei der Umkehraufgabe gibt er zunédchst eine proportionale Funktion an, die durch (2|
3) verlauft: ,F(x) = 1,5x” (Z. 154). Die zweite Funktion findet er auf umstdndlicherem
Wege: Er spiegelt den Punkt (2|3) an der x-Achse, findet eine Zahl a, die x - a = -3 fiir x =
2 erfillt, also a = 5, und spiegelt die entstandene Funktion wieder an der x-Achse (Z.
1571.), sodass er ,F(x) = (x - 5) - (-1)” (Z. 159) erhilt. Somit hat er die Aufgabe umstand-
lich, aber zielfiithrend gelost. Hier zeigt sich wieder, dass jede Aufgabe fiir Florian eine
Problemloseaufgabe darstellt.

Bei der Aufforderung, die Funktionsgraphen zu zeichnen zitiert er allgemeine Form
einer linearen Funktion als ,m x + b” und versucht, die Werte fiir m und b in seinen
Funktionsgleichungen zu bestimmen. Er identifiziert die Steigung in seiner ersten Funk-
tion, ihm gelingt es aber nicht, diese Erkenntnis fiir eine Zeichnung zu nutzen. Vermutlich
hitte Florian aber auch fiir das Zeichnen des Graphen ein Verfahren entwickeln kdnnen,
zum Beispiel iiber eine Wertetabelle.
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Die Losungen der Tarif-Aufgabe und der Umkehraufgabe deuten darauf hin, dass Flo-
rian zwar ein tief gehendes numerisches Verstdndnis, d. h. ein gutes Verstiandnis bei der
Berechnung einzelner Werte, hat. Ihm fehlt aber eine Vorstellung von Funktionsverldufen.
Auch die Bevolkerungsaufgabe steht nicht im Widerspruch dazu, wenn man nur natirli-
che Werte fiir die Funktionsvariable zuldsst, denn dann stellt der Term nur eine Berech-
nungsvorschrift diskreter Zeitpunkte dar.

Florian ist in der Lage, viele Aufgaben zu l6sen, indem er eigene Verfahren entwickelt.
Seine Problemlosefdhigkeit erstreckt sich dadurch auf weit mehr als die ihm bereits
bekannten Aufgabentypen. Trotzdem wire es fiir ihn sinnvoll, einige besonders haufig
benotigte Verfahren zu lernen. Da ein tief greifendes Verstdndnis vorhanden ist, konnen
die Verfahren trainiert werden, ohne die Gefahr einzugehen, dass sie letztendlich nur
beherrscht und nicht verstanden werden. Die Forderung liegt hier darin, dass Florian die
Diagnose mitgeteilt wird und ihm nahe gelegt und begriindet wird, Verfahren zu lernen,
da er damit effizienter Arbeiten konnte. Ob er sich darauf einldsst, muss er dann selbst
entscheiden. Erfolgreich kann er auch mit seiner bisherigen Strategie sein. Zur Verbesse-
rung der Vorstellung von Funktionen eignet sich dynamische Geometrie-Software. Durch
dynamisches Verdandern von Funktionsparametern kann die entsprechende Auswirkung
auf den Graphen betrachtet werden. Hierzu werden einige Geogebra-Dateien entwickelt.
Die Aufgabe besteht jeweils darin, die Verdanderung verschiedener Parameter vorherzusa-
gen und nachzuvollziehen.
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4 Fazit

Bei den meisten Interviews konnten Denkmuster gefunden werden, mit denen sich das
Losungsverhalten bei mehreren Aufgaben erkldren ldsst. Fiir eine sicherere Analyse
wdren aber weitere Informationen tiber den jeweiligen Interviewpartner bzw. die jewei-
lige Interviewpartnerin hilfreich gewesen. Uber die Kollegiatinnen ist auler Geschlecht,
Jahrgangsstufe und ob ein Briickenkurs belegt wurde oder nicht, nur so viel bekannt, wie
sie von sich aus im Interview preisgaben. Weitere individuelle Hintergriinde, beispiels-
weise iiber den bisherigen Bildungsweg, wiren aber niitzlich fiir die Analyse gewesen
(vgl. Boller et al. 2008a, 96ff.). LehrerInnen in der Praxis kénnen bei der Vorbereitung und
Durchfithrung von Diagnoseinterviews Beobachtungen der Beteiligung und Verhaltens
im Unterricht, des Verhaltens in den Pausen und Leistungen in anderen Fachern bertick-
sichtigen. In diesem Fall wire es auch moglich und sinnvoll, die Auswahl der Diagnose-
aufgaben von der/dem getesteten SchiilerIn abhédngig zu machen. Optimalerweise wer-
den die Aufgaben speziell fiir den einzelnen Kollegiaten ausgewdhlt und geplant, was
auch die spezifische Aufstellung von erwarteten Fehlern betrifft.

Vor und nach dem Losen der Aufgaben wiren auch Fragen zur Selbsteinschdtzung der
betreffenden Kompetenzen sinnvoll gewesen, um diese Selbstsicht auf die eigenen Kom-
petenzen mit den Erkenntnissen aus der Diagnose vergleichen zu kénnen. Die Frage zur
Selbsteinschidtzung vor der jeweiligen Aufgabe hdtte dabei aber so allgemein gehalten
werden miissen, dass kein Hinweis auf einen moglichen Losungsweg gegeben wird, um
eine Beeinflussung zu vermeiden.

Die Aufgaben haben allesamt Hinweise auf die Denkstrukturen der KollegiatInnen lie-
fern konnen. Die meisten Erkenntnisse gingen aber von den Aufgaben 1 (Gleichung mit
Bruch), 5 (Tarife) und 6 (Umkehrung) aus. Schwierigkeiten in der Bruchrechnung, die eine
sehr hdufige Fehlerquelle darstellten, traten auf Grund der Aufgabenstellung fast aus-
schliefSlich bei Aufgabe 1 auf. Aufgabe 2 (Gleichung mit Parameter) lieferte zwar einige
Erkenntnisse, die aber grofitenteils redundant zu jenen waren, die schon auf der Basis von
Aufgabe 1 getroffen werden konnten. Fehler aus der Eingangsdiagnose traten auch bei
den Interviews auf und standen oft auf im Zusammenhang mit Fehlern und Schwierigkei-
ten bei anderen Aufgaben. Durch ihre Kalkiilhaftigkeit und die Geschlossenheit sind
diese Aufgaben und auch die dritte Aufgabe vor allem geeignet, um Schwierigkeiten im
Zusammenhang mit der Notation oder beim automatisierten Losen von Gleichungen zu
identifizieren. Die dritte Aufgabe (binomische Formel) brachte tiber die Erkenntnisse aus
den ersten beiden Aufgaben hinaus kaum einen Gewinn.

Die vierte Aufgabe (Bevolkerungsentwicklung) war insofern geeignet, als sie zeigen
konnte, wie weit sich die KollegiatInnen bei ihren Gedanken am Unterricht orientieren
oder ob sie sich davon losen konnen. Dies war aber nicht die eigentliche Intention der
Aufgabe, weswegen besser ein anderer Anwendungsbezug hétte hergestellt werden kon-
nen. Aufschlussreich war aber die Offenheit, sodass auch analysiert werden kann, wel-
cher Weg gewihlt wird.
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Dies gilt auch fiir die letzten beiden Aufgaben. Die Anforderung, Kompetenzen mog-
lichst scharf zu messen, wird dadurch zwar nicht erfiillt. Das ist bei einer Diagnose, die
weder der Leistungsbewertung noch einer Verallgemeinerung dienen soll, aber auch gar
nicht dringend erforderlich. Im Gegenteil ermoglicht die Offenheit auch tiberraschende,
aber niitzliche Erkenntnisse tiber mathematische Kompetenzen.

Im Ruckblick sind die Aufgaben insgesamt zu umfangreich gewesen. Die Absicht
dahinter war, moglichst viele Kompetenzen abzudecken. In vielen Interviews, gerade in
denjenigen, wo offensichtlich Defizite in mehreren Bereichen bestehen, fiihrte die entste-
hende Zeitnot dazu, dass Riickfragen fiir eine genaue Diagnose unterblieben sind, um mit
der ndchsten Aufgabe fortfahren zu konnen. Den SchiilerInnen waren ca. 30-mintitige
Interviews angekiindigt worden, die Interviews mit Christina (40 Minuten) und Dennis
(37 Minuten) dauerten aber deutlich langer. Trotzdem sollte aber stets mehr als nur eine
Aufgabe eingesetzt werden, denn nur so lassen sich Muster {iber mehrere Aufgaben hin-
weg erkennen.

Ideal wire es, wenn die gestellten Aufgaben von den Erkenntnissen im bisherigen
Interviewverlauf abhédngig gemacht wiirden. Wie sich aber bei den Interviews am Ober-
stufen-Kolleg zeigt, ergibt sich oft erst bei der intensiven Analyse der Mitschnitte ein Bild
tiber die Denkmuster des Schiilers. Einige Erkenntnisse kamen erst nach der fiinften
Durchsicht der Notizen zu den Mittschnitten zustanden und womdoglich lassen die Mit-
schnitte noch weitere Einsichten zu.

Sinnvoll war die vorherige Planung der Aufgaben, die Erstellung von Musterlosungen
und die Aufstellung moglicher Fehler. Zwar zeigte sich, dass die tatsdchlichen Fehler oft
von den erwarteten abweichen und die Fehler somit kaum planbar sind, aber schon das
bewusste Nachdenken tiber Fehlerquellen hilft, spédter auch andere Fehler einordnen zu
konnen. Sinnvoll wire es aber gewesen, wenn fiir die besonders haufigen Fehler geplant
worden wiére, wie Widerspriiche erzeugt werden konnen, um nicht durch Nachfragen
direkt auf den Fehler hinzuweisen.

Denn Fragen zum Vorgehen der/des Interviewten werden natiirlich vor allem an den
Stellen gestellt, an denen nicht klar ist, wie es zu einem Fehler kam. Insbesondere finden
Nachfragen also vor allem dort statt, wo ein Fehler aufgetreten ist. Schiilerlnnen der
Oberstufe fassen solche Nachfragen dann vollig zutreffend als Hinweis auf, dass ihnen
ein Fehler unterlaufen ist. Als Antwort liefern sie dann meist keine Erkldrung ihres eigent-
lichen Vorgehens, sondern versuchen, den Fehler zu korrigieren. Ein Beispiel findet sich
im Interview mit Adrian, der gefragt wird, warum er einen bestimmten Umformungs-
schritt vorgenommen hat (Z. 26f.):

I: Okay. Wieso hast du durch 4x geteilt, warum z. B. nicht mal 4x oder minus 4x
oder plus 5 oder was auch immer?
S: Stimmt, das war blod, ne? Ich hitte plus 4x.
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In der Grundschule ist es sicherlich ungefidhrlicher, direkte Fragen zu stellen als in der
Oberstufe. In der Oberstufe muss noch stirker darauf geachtet werden, sich durch die
gestellten Fragen nicht zu verraten. Eine sinnvollere Strategie ist es, einen Widerspruch zu
erzeugen oder strukturdhnliche Aufgaben zu stellen und dort die Lésung zu beobachten.
Dies ist aber in der interaktiven Interviewsituation nicht immer moglich, weil nur relativ
wenig Bedenkzeit besteht. Wenn die bisherige Rechnung erklédrt werden soll, ist es sinn-
voller, nicht einzelne Schritte herauszugreifen, sondern die komplette Rechnung durchzu-
gehen, um keine Hinweise zu geben.

Weitere unerwiinschte Einfliisse durch den Interviewer entstehen durch suggestive
Fragen, die nicht immer leicht zu vermeiden sind. Hier ist wohl vor allem Ubung und
Selbstreflexion sinnvoll, um solche Fragen auf lange Sicht zu vermeiden.

Eine grofie Schwierigkeit zeigte sich darin, sich einerseits am Leitfaden zu orientieren
und andererseits auf den Interviewpartner einzugehen. Der Vorteil eines Leitfadens fiir
eine bessere Vergleichbarkeit der Interviews ist aber an dieser Stelle auch gar nicht so
wichtig, weil keine verallgemeinerten Aussagen getroffenen werden sollten, sondern Ein-
zelfallstudien gefiihrt wurden.

Insgesamt bestitigte sich, dass Interviews viel mehr Aussagen ermdoglichen als eine
reine Analyse von dokumentierten Losungen. Florian und Bianca losen beispielsweise
beide viele der Aufgaben, aber haben eine vollig unterschiedliche Herangehensweise.
Bianca nutzt automatisierte Verfahren fehlerfrei, Florian nutzt keine automatisierten Ver-
fahren, sondern erfindet jedes Mal eigene Verfahren. Die Interviews ermoglichen eine
Diagnose also selbst dann, wenn die Aufgaben korrekt gelost wurden. Multiple-Choice-
Tests oder auch Tests, bei denen nur eine Losung, aber kein Losungsweg eingetragen
wird, bieten diese Chance nicht. Auch die Eingangsdiagnose am Oberstufen-Kolleg ldsst
keine valide Diagnose zu, mit der sich spezifische Fordermafinahmen begriinden lassen.
Ihr Einsatz ist eher dem Umstand geschuldet, innerhalb kurzer Zeit einige hundert Kom-
petenzeinschidtzungen durchfithren zu miissen.

Auch wenn vor allem die Exploration des Diagnoseverfahrens das Ziel dieser Arbeit
war, sei eine allgemeine These {iber den Mathematikunterricht dennoch gestattet:
Gemischte Briiche sollten im Mathematikunterricht eine kleinere Rolle spielen. Im Alltag
sind gemischte Briiche fast ausschlieilich bei Zahlen {iblich, bei denen der gebrochene
Teil ein Halb ist: , eineinhalb Stunden”, , viereinhalb Tage”. Briiche mit grofierem oder gar
zweistelligem Nenner kommen so gut wie gar nicht vor und haben auch in der Wissen-
schaft keine Bedeutung. Die im Alltag tiblichen gemischten Briiche sollten daher in der
Schule thematisiert werden, es sollte aber nicht wie oft tiblich gefordert werden, samtliche
Briiche, bei denen der Betrag des Zahlers grofier als der des Nenners ist, als gemischten
Bruch zu schreiben. In den Interviews zeigten sich verschiedene Schwierigkeiten, die im
Zusammenhang mit gemischten Briichen stehen. Vor allem beim Teilen durch einen
gemischten Bruch hatten viele KollegiatInnen Schwierigkeiten. Gemischte Briiche kénnen
dazu dienen, den Wert einer rationalen Zahl auf dem Zahlenstrahl anzugeben oder um
Zahlen miteinander vergleichen zu konnen. Sie eignen sich daher hochstens als Ergeb-
nisse am Ende einer Rechnung, aber nicht als Zwischenergebnisse.
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Des Weiteren zeigt sich als Problemquellen fiir die SchiilerInnen das Nebeneinander-
schreiben von Koeffizienten und Variablen ohne einen Operator, Wissensliicken in Bezug
auf frithere Jahrgidnge, insbesondere im Hinblick auf die Bruchrechnung und ein Mathe-
matikverstdandnis, das von auswendig zu lernenden Rechenregeln geprégt ist. Letzteres
hiangt vermutlich eng mit den Wissensliicken zusammen: Durch die Liicken ist ein Begrei-
fen des aktuellen Unterrichtsgeschehens nicht mehr moglich, sodass Regeln auswendig
gelernt werden, um bestehen zu kénnen. Dass die Regeln nicht einfach erfunden und will-
kiirlich sind, diirfte allen Oberstufenschiilerlnnen bewusst sein. Fiir ihren Zugang zur
Mathematik ist dieses Bewusstsein aber irrelevant, da sie sich schlicht nicht mehr , mit-
kommen”.

Eine Diagnose sollte deswegen in allen Jahrgidngen selbstverstandlicher Teil des Unter-
richts sein und nicht erst dann eingesetzt werden, wenn Defizite untibersehbar sind.
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Leitfaden

Einleitung

+ gegenseitige Vorstellung und Vorstellung des Themas: Wie 16sen Schiiler/innen
Gleichungen und welche Ursachen haben Schwierigkeiten, die sie dabei haben?
Vorab schonmal vielen Dank.

¢ Das Interview dauert 20 bis 30 Minuten und es wird aufgenommen. Der Ton wird
aber nicht weitergegeben, sondern ich tipp das dann ab, und ich schreib auch dei-
nen Namen nicht in die Arbeit. Also ist alles anonym.

* Es sollen einige Aufgaben gelost werden. Dabei bekommst du keine Tipps, aber
nattirlich kannst du nachfragen, wenn dir nicht klar ist, was mit der Aufgabenstel-
lung tiberhaupt gemeint ist.

* Dazu hast du das Papier zur Verfiigung, aber damit ich den Losungsweg genauer
verstehe, bitte ich dich auch, all deine Gedanken zu der Aufgabe laut auszuspre-
chen. Alles was dir dazu durch den Kopf geht, jede noch so kleine Idee. Ok? Es ist
nicht schlimm, wenn etwas nicht richtig ist.

* Hast du noch Fragen vorab? Sonst beginnen wir mit der ersten Aufgabe.

Standardaufforderungen
* Hier ist die (erste/ndchste/letzte) Aufgabe. Lies sie bitte laut vor und versuche,
die Aufgabe zu l6sen.
* Du kannst die gerne Notizen auf dem Papier machen.
*  Wortiber denkst du gerade nach?
* Kannst du den letzten Schritt begriinden?
Fragen bei Problemen

* Hast du noch Fragen zur Aufgabe?

* Lies dir die Aufgabenstellung noch einmal in Ruhe durch.
Fragen zu Lernstrategien und zum Lernprozess

+ Konnte man die Aufgabe auch auf eine andere Weise 16sen?

* Lost du solche Aufgaben immer so?

* Funktioniert dieser Losungsweg immer?

*  Wie wiirdest du das jemandem erklédren, der das noch nie gemacht hat?

Sondierungsfragen
*  Wie kommst du auf diesen Schritt? [ggf. auf entsprechende Stelle in der Notiz zei-
gen]
¢ Warum hast du das so gemacht? [ggf. auf entsprechende Stelle in der Notiz zei-
gen]

* Kannst du mir den Schritt nochmal erkldren?

* Kannst du das genauer begriinden?

* Kannst du das auch anders begriinden?
Abschluss des Gespriachs

* E-Mail-Adresse fiir Férderung
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Transkripte der Interviews, Mitschriften und Férderaufgaben

Im Nachfolgenden sind die Interviews mit den Kollegiatlnnen, sowie die vollstindigen
Mitschriften der Aufgabenlosungen abgedruckt. Die Reihenfolge der Transkripte ent-
spricht der Reihenfolge, in der die Interviews durchgefiihrt wurden:

Lo AIIAN. bbb 76
2. BIANCA .ottt s 87
B CRIISINA. .ttt ettt ettt ettt 96
B, DIBIIUIS. c..eutenieteetteitet ettt et ettt et a ettt a e a ettt b e b ettt e b e e neenaee 107
5. EAUATA. .ttt bbbt 117
6. FLOTIAN. ...ttt sttt b ettt e b e et es 129

Die Aussagen, die mit ,S:” beschriftet sind, sind die Aussagen der Kollegiatin bzw. des
Kollegiaten. Die Aussagen, die mit ,I:” beschriftet sind, stammen vom Interviewer. Die
Zeilen, die weder mit ,S:” noch mit ,I:” markiert sind, enthalten die Notizen, die an dieser
Stelle auf den Aufgabenzettel geschrieben worden sind.
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Adrian
Aufgabe 1
sl 'il * " 5 J: ';}4
2 R hw - -8
5,. -5 5
L i
Abbildung 1: Adrians Mitschrift zu Aufgabe 1

1 I: [Einleitung]

2 S Okay. [Liest Aufgabenstellung vor]. Ahm ich schreib das einfach mal nochmal ab.

3 2 x=4x-5

3
4 'S: Okay dhm. Ich wiird's erst durch 4x teilen. Um die x auf eine Seite zu kriegen.
5 |: 4x
S: | Aber da geht’s schon los. Ich hab voll das Problem mit Briichen. Ich find Dezimalzahlen
um einiges einfacher. Ich schreib das erstmal so auf.
7 2 x:4x=-5
3

8 S: Ahm. [fliistert:] Zwei Drittel durch vier. Man muss durch den Teiler teilen, ne? Durch
vier?

9 I Ichsag dir nichts dazu.

10 |S: Ich find Briiche wahnsinnig unheimlich schwierig. Damit haben aber viele das Problem.

11 I Mhm

12 S: |Wir rechnen in unserem Mathekurs nur mir Dezimalzahlen.

13 I Mhm.

14 S: Kann man nicht auch mit dem Kehrwert malnehmen oder war das was anderes? [Pause]
Ja auf jeden Fall ist dann der néchste Schritt dann gleich [Pause] Aber echt doof ohne Ta-
schenrechner [Pause]

15 I. Was wiirdest du denn in den Taschenrechner eingeben?

16 St |Zwei Drittel durch vier.

17 I: Okay, nehmen wir mal an, du hast 'ne Zahl rausgekriegt. denk dir mal irgendeine Zahl
aus und dann kannst du damit weiterrechnen.

18 'S: Okay. Das macht's natiirlich einfacher. Ich schreib einfach mal fiinf.

19 5x=-5

20 'S: |Durch funf.

21 | :5

x=-1
22 I. |Okay, das ist jetzt deine Losung.
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23 S Ja.

24 I: x gleich minus eins. Okay. Kannst du mir den ersten Schritt nochmal erkldren, was du da
gemacht hast?

25 S: Erstmal die x alle auf eine Seite gebracht. Ahm. Dann ja gut, das ist natiirlich jetzt aus-
fuhrlich aufgeschrieben, normalerweise wiirde da schon das Ausgerechnete stehen: zwei
Drittel x durch 4x. Das bleibt auf dieser Seite hier. Nattirlich. Und damit man das x dann
wieder alleine stehen hat, dann wieder durch 5 bzw. die Losung, die hier rauskommt.

26 L. Okay. Wieso hast du durch 4x geteilt, warum z.B. nicht mal 4x oder minus 4x oder plus 5
oder was auch immer?

27 'S Stimmt, das war blod, ne? Ich hitte plus 4x.

28 |I: |Das heifst, dhm, wenn ich nachfrage, heifst das nicht, dass es falsch ist. Mich interessiert
nur, was dein Gedankengang war.

29 S: Ahm. Ich hab 4x ganz intuitiv gemacht um ehrlich zu sein. Aber eigentlich steht hier 4x
minus 5, deswegen hétte es wahrscheinlich mehr Sinn gemacht. Nee.. Wenn ich [unver-
standlich] Hatte da minus 4x hin gemusst, weil, da muss ja im Grunde Null rauskommen
mit der Null rauskommen mit der...

30 I: Mhm und wie kamst du dann auf durch 4x?

31 |S: Weil ich irgendwie intuitiv davon ausgegangen bin, dass hier ein Mal ist. Also das ist fiir
mich immer die plausibelste Rechenanweisung das mit durch.

32 I: |Okay. Alles klar, ich glaub', dann war es das schon fiir die erste Aufgabe, dann kénnen
wir weitermachen mit der zweiten. Okay. Lies sie bitte nochmal laut vor.

Aufgabe 2
TSR o I | S YA ; =2
7. - A0k |7
« * Sk

Abbildung 2: Adrians Mitschrift zu Aufgabe 2

33 |S: |[Liest Aufgabe 2 vor]

34 I: Genau. Und die Aufgabe ist, nach x aufzultsen.

35 |S: |Okay.

36 4x - 4b =2x + 6b

37 S: Binomische Formel ist immer blod.

38 | +4b; -2x

39 |I: |Wasist das Zeichen da zwischen den beiden?

40 S Aheinfach...

41 I Ein Semikolon?

42 'S: Ein Semikolon, ja genau.

43 I Okay. Sagst du nochmal bitte dann laut dabei, wortiber du nachdenkst.
44 S: Ah, erstmal alle x auf eine Seite zu bringen und alle b auf eine Seite zu bringen.
45 L. |Okay.

46 S: Damit das voneinander getrennt ist.
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47 2x=10b

48 'S: Damit das x dann alleine steht durch 2 rechnen.
49 |:2

50 |S: Und das wiren dann

51 x=5b

52 I: |Okay. Zum ersten Schritt nochmal, wieso jetzt plus 4b, warum nicht minus 4b, warum
minus 2x warum nicht plus oder durch?

53 S: Weil hier steht ja minus 4b, und damit das aufgehoben wird, damit null rauskommt,
muss natiirlich plus 4b. und das gleiche mit dem 2x dann.

54 |I: |Gut, danke schon. Dann die nédchste Aufgabe.
55 'S: Okay.

56 I: Nochmal laut vorlesen bitte.

Aufgabe 3
I am
y - 10
Abbildung 3: Adrians Mitschrift zu Aufgabe 3

57 |S: |[Liest Aufgabe 3 vor]. Hm. Ich wiirde sagen, x Quadrat minus 25.
58 x2 - 25
59 |I: |Okay. Kannst du das begriinden?

60 S: Naja, x zum Quadrat wegen dem hoch zwei halt und, dhm, 5 zum Quadrat ist 25. Und
beides quadriert, weil die hoch zwei steht ja auSerhalb der Klammer und nicht tiber einer
bestimmten Zahl.

61 I Okay. Rechnest du solche Aufgaben immer so?
62 S: |Ja

63 I |Okay. Alles klar. Ja dann. Die war ja kurz. Dann machen wir einfach die néchste. Jetzt
kommen Textaufgaben

64 S: Okay.

65 I. Bitte nochmal laut vorlesen.

Aufgabe 4

3 A+ 0B < 11
( m}i: f!b)
‘“«.._‘H._ . f(D ] -.}::1 1 (ﬂ; 33. }[)

——— T

Abbildung 4: Adrians Mitschrift zu Aufgabe 4

66 S: [Liest Aufgabe 4 vor]

67 L. Klar was gemeint ist?
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68 'S: Mhm.

69 Okay. Also, du brauchst die Gleichung nicht zu 16sen, sondern nur aufzustellen.

70 'S: Aha okay... hm..

71 71 =

72 I Sagst du bitte dabei, was du denkst?

73 'St Ja, also mein Ausgangspunkt sind erstmal die 7,1 Milliarden. Die kommen auf die eine
Seite. Und, dh, auf die andere kommt schonmal das 10 Milliarden, weil das ja der End-
wert sein muss

74 1. Mhm.

75 10

76 |S: Sprich die Losung. Und jetzt guck ich noch, womit ich multiplizieren kann, um das aus-
zurechnen. [Pause] Nee, womit ich.. addieren kann.. [Pause]

77 +(0,83 x)

78 'S: Genau iiberlegen. Ahm. Also wir hatten in letzter Zeit geometrische Formen zum Bei-
spiel, bzw. Gleichungen.

=

79 |I. Was sind geometrische Gleichungen?

80 |S: |/Ahm, wo man auch so Wachstum bestimmen kann. Geometrische und arithmetrische
waren das, meine ich. Ja. Ahm. Wie ist nochmal? Aber das ist erstmal so das erste, was
ich mir in den Sinn gekommen wire. Also wir haben die 7,1 Milliarden. Und dann mal
wie viel? Ah das kann natiirlich auch sein, dass das mit hoch x ist... Plus.

81 7,1+0,83*=10

82 'S: Hoch wie viele Jahre gleich zehn.

83

84 |S: Das war das wie wir's immer im Matheunterricht gerechnet haben mit dem geometri-
schen und dem arithmetischen. Aber das [das obere] ist, &h, ist fiir mich personlich ir-
gendwie leichter nachzuvollziehen

85 |I: | Mhm. Wie wiirdest du es begriinden?

86 |S: Weil ich immer schon so ein Problem mit.. mit Hochzahlen habe. Gerade hier dann daran
das x auszurechnen mit Logarithmus oder so.

=

Was wiirde fiir das eine sprechen und was wiirde fiir das andere sprechen?

87 |I: |Okay, also du wiirdest jetzt die erste Gleichung bevorzugen weil die einfacher zu rech-

nen ist?
88 S Ja.
89 |I: |Und was meinst du, was ist richtiger?
90 |S: Ich glaube das hier [das untere] ist richtiger.
91 I. Warum?
92 'S: Wieil das alles, dhm, mehr Sinn macht. Aber. Macht das wirklich mehr Sinn? Ja das ist. Es

kommen ja jedes Jahr 83 Millionen mehr dazu, das heifst, man kann das nicht so [oben]
rechnen, weil dann, §hm, dann wir' dieser stetige Wachstum nicht dabei, sondern nur so
ein einmaliger Wachstum. Ahm. Verstehst du, was ich meine?

93 I Nee. Kannst du das nochmal genauer sagen?

94 S: Also mit der Gleichung hier, shm. Wenn jetzt zum Beispiel fiinf rauskommen wiirde,
also in fiinf Jahren hitten wir zehn Milliarden. Dann wire aber zwischen diesen Jahren,
zum Beispiel nach dem ersten Jahr, kommen ja nochmal 83 Millionen dazu, und, &h, nach
dem zweiten Jahr nochmal 83 Millionen. Aber man muss das Jahr aufeinander rechnen,
und nicht nur pro Jahr 83 Millionen, sondern die die ja vorher noch dazu gekommen
sind mitnehmen quasi.

95 I. |Okay.



Adrian 80

96 |S: Und ich glaube, das funktioniert hiermit nicht. Aber das konnte hiermit funktionieren.
Vielleicht nicht. Also wenn wir sowas im Matheunterricht machen und wir das an einem
Tag durchnehmen, dann macht das immer Sinn fiir mich und wenn ich dann am néchs-
ten Tag in den Unterricht komme, dann geht das auch noch. Und sollte ich 'ne Woche
spéter die Aufgabe rechnen, dann ist es wieder extrem schwer. Sowas tiber einen linge-
ren Zeitraum im Kopf zu behalten. Wenn man es dann sieht, wie es wirklich gerechnet
wird, dann macht's auf jeden Fall Sinn. Aber das selber aufzustellen finde ich immer sehr

schwer.
97 I. |Okay.
98 |S: |Ich wiird' sagen, es ist diese hier. Aber ich bin mir nicht sicher
99 I. Konnte es vielleicht noch ganz anders aussehen?
100 S: Mit Sicherheit, aber ich denke mal die richtige Formel sieht auf jeden Fall ganz anders

aus. Ahm. [unverstandlich] Ich bin mir wirklich nicht sicher.

101 I: Okay. Und wenn du versuchst, dich vom Unterricht zu 16sen und einfach nachzudenken,
was vielleicht logisch war' oder wenn du aus, wenn du den Text nochmal liest?

102 S: [Liest] [Pause]
103 10=7,1+ (0,83x)

104 S: |So macht's fiir mich nach wie vor am meisten Sinn eigentlich. Obwohl dann da wieder
das Problem ist was ich eben meinte mit dem Draufrechnen.

105 I: Was heifst denn jetzt .. Was heifst jetzt am meisten Sinn? Das heifSt am besten zu rechnen
oder auch am logischsten?

106 S: Ahm, am logischsten auf den Text zu geschnitten, finde ich.

107 |I. | Okay. Aber vom Unterricht her meinst du wiirde besser das Linke passen?
108 S: Mhm.

109 I. Okay. Alles klar. Dann nehmen wir die nidchste Aufgabe.

110 S: Okay.

111 |I. |Lies sie nochmal laut vor
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Abbildung 5: Adrians Mitschrift zu Aufgabe 5

S: [Liest Aufgabe 5 vor] [Pause]

I: |Sagst du wieder bitte, was dir durch den Kopf geht.

S:  Ahm, ich muss mich erstmal sortieren nochmal was die Frage ist. [Pause] Fiir welche mo-
natliche Gespréachsdauer. [Pause] Okay. Das heifst, wenn ich weniger telefoniere ist der
eine besser fiir mich und wenn ich mehr telefoniere ist der andere besser fiir mich. [Pau-
se] Hm. Das ist aber eine ziemlich wage aufgestellte Frage, oder? Sagen wir mal ich tele-
foniere 30 Minuten [Pause] im Monat. Dann zahle ich bei Tarif 1 einmal die Grundge-

biihr von einem Euro

Tarif 1
30min=1¢€
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116 'S: plus 30 mal. Null Komma.

117 300,10€

118 |S: fiir 30 Minuten wiirde ich dann bezahlen... 4 Euro
119 30min=4€

120 |S: Und bei Tarif 2

121 Tarif 2

122 |S: Mit der gleichen Minutenanzahl

123 30min=

124 S: Da ist die Grundgebiihr von 5 Euro

125 5€

126 S: Plus. [unverstidndlich, vermutlich:] wie viel waren das nochmal?

127 umbklammert oben:
300,10€

128 S: Nee, ist gut, ist ja sowieso Punkt vor Strich.

129 Streicht die Klammern wieder durch.

130 S: Plus 30 mal.

131 +300,50€

132 [Kurze Unterbrechung durch Nebengesprich mit anderem Schiiler, der an den Tisch
kommt]

133 S: |Okay, und da kostet's dann bei 30 Minuten... [fliistert:] Sechs fiinfzig
134 30min=6,50€

135 Sprich, wenn ich... dh, ja der hier ist auf jeden Fall, Tarif 1 ist auf jeden Fall billiger, wenn
ich wenig telefoniere wegen der Grundgebiihr, weil die halt niedriger ist. Und Tarif 2 ist
dhm billiger oder besser, wenn ich mehr telefoniere.

136 |I. ' Mhm.

137 'S: |Weil da der Minutenpreis deutlich geringer ist.

138 I: Und die Aufgabe ist ja so gemeint, du sollst rausfinden fiir, also alle Gespréachsdauern,
bei denen der erste giinstiger und alle Gespriachsdauern, bei denen der zweite giinstiger
ist.

139 S: Das heifst, wo die sich quasi in der Mitte treffen die beiden?

140 I: Wenn du meinst, dass dh ja. Also die treffen sich irgendwo sagst du, bei einer Dauer.

141 |S: Ja, ich wiird' mal so sagen 20 Minuten vielleicht.

142 I 'Mhm. Wie wiirdest du das jetzt ausrechnen?

143 S: |[lacht] Ich wiirde den simpelsten Weg nehmen, ich wiirde einfach rumprobieren.

144 I Okay.

145 |S: Bis ich irgendwas gefunden habe, das passt.

146 I: Ja, dann mach das doch mal. Oder wenn du, also du kannst gerne rumprobieren, du

kannst auch nattirlich noch was anderes iiberlegen.

147 S: Okay. Ja es gibt bestimmt um einiges einfachere Wege, aber ich find' sowas immer simp-
ler und besser nachzuvollziehen. Also bei 20 sind es ein Euro, sind 3 Euro.

148 1
30min=1€+20
Streicht die rechte Seite wieder durch und schreibt:
3€

149 S: Kann ich auch im Grunde im Kopf gerade machen. Ist das okay oder muss ich die gan-
zen Rechenwege..?
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150 I
151 |S:
152

153 I:
154 S:

155
156 |S:

157
158 |S:

159

160 |S:
161 I

162

163 |S:
164 I

165 S:

166 I

167 S:

168 I:
169 S:

170 I:
171 |S:

172

Ja klar, du kannst das auch im Kopf machen.

Okay. Das sind hier 3 Euro. [unversténdlich] Ok.

2

20 min =

Was geht dir gerade durch den Kopf?

Ich steh gerade irgendwie auf dem Schlauch, ich hab hier was falsch aufgeschrieben, des-
wegen.

Streicht oben 50 durch und schreibt 05.

So, das wiaren ja 50 Cent gewesen. Jetzt muss ich gerade nochmal gucken, ob ich das hier
richtig gerechnet hab. Ahm. Ja okay, das war wohl richtig.

6€

Also hier ist immer noch der deutlich billiger. Ahm. Nee, ist ja Schwachsinn, die miissen
sich ja viel eher, dh viel spiter treffen, bei 'ner hoheren Minutenzahl. Weil hier [Tarif 1
bei 20 Minuten] sind's immer nur noch drei Euro und hier ist ja allein die Grundgebiihr
schon fiinf Euro [Tarif 2]. Das heifit, es muss auf jeden Fall auch tiber 30 Minuten liegen.
Ich mach das einfach mal jetzt mit einer Stunde.

1
60min=7¢€
2
6min=8 €

8 Euro. Okay, also machen wir es ... Ist falsch?

Nein, nein, ich dachte nur, ob ich dich was frage, aber dann dachte ich, ich lass dich bes-
ser einfach machen.

1

80min=9¢€

2

80min=9€

Ja okay, bei 80 Minuten,

Bei 80 Minuten. Kann es jetzt sein, dass es irgendwann... Also das heifst, wann ist welcher
Tarif der giinstigere?

Ahm, wenn man unter 80 Minuten telefoniert der erste und wenn man iiber 80 Minuten
im Monat telefoniert der zweite.

Ok. Kann das jetzt vielleicht passieren, dass das irgendwann bei ganz vielen Minuten
wieder andersrum ist?

Nee, wiirde ich nicht sagen. Weil der Minutenpreis ist ja hier [Tarif 2] nur die Hilfte von
dem Preis [Tarif 1].

Und das heif3t?

Dass man, umso mehr telefoniert, desto mehr Geld spart man hier. Und desto mehr gibt
man hier halt aus. Selbst wenn, wenn die Grundgebiihr hier vier Euro billiger ist. Also
ich kann spafieshalber einmal ausrechnen, aber ich glaube, das nimmt sich nichts. Bezie-
hungsweise der ist billiger.

Wie wiirdest du es denn ausrechnen?

Ja jetzt einfach mal einen hohen Betrag nehmen und 200 Minuten ausrechnen. Da sieht
man das ja.

1
200 min =21 €
2
200 min=15€
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173 'S: Ja, da ist immer noch der zweite billiger.

174 |I. Okay, dann die letzte Aufgabe. Wieder bitte laut vorlesen und dann anfangen.

Aufgabe 6

1
H{x)= x

fz &);ﬁ& %

Abbildung 6: Adrians Mitschrift zu Aufgabe 6

175 'S: |[liest die Aufgabe 6 vor].
176 f(x)=
177 I: Sagst du bitte wieder deine Idee?

178 'S: | Also erstmal f von x also das Grundgeriist quasi. Und dann ... [unverstdndlich] wahnsin-
nig schwer. Ich fand Graphen zeichnen und verstehen ist kein Problem, aber die Glei-
chung darauf aufzutragen und direkt zu sehen bei der und der Gleichung, dass der
Graph so verlauft, finde ich immer ziemlich schwer das alles abzulesen. Ahm. Ich weif3
es ehrlich gesagt jetzt echt nicht.

179 I. 'Was miissen deine Funktionen erfiillen?

180 |S: |Sie miissen sich in dem Punkt zwei drei schneiden. [unverstandlich] Aber ich weifs nicht,
wie man die aufstellt.

181 I Okay, versuch mal einfach Geraden zu nehmen, die da durchgehen.
182 'S: Einfach so eine hier?

183 zeichnet Gerade in den Graphen ein

184 I. Zum Beispiel und dann dafiir eine Funktion zu finden.

185 |S: |[Pause] Ich weifs nicht, ob das Blodsinn ist.

186 f(x) = x2

187 'S: fvon x gleich x quadrat.

188 |I. Wie konntest du das tiberpriifen? Oder wie bist du darauf gekommen?

189 'S: Das kommt mir noch so bekannt vor. Ahm, also f von x ist ja im Grund y. Und wenn
man das ist ein Koordinatensystem eintrdgt, dann dhm.. Geht nur x im Grund nicht
auch? Aber dann haben wir wenn y gleich 1 ist und x gleich 1 ist.

190 f2(x) = x
191 S: Dann ist das ja immer so. Zack zack und zack zack.
192 zeichnet Graph

193 'S: Und zwei drei, vor zwei drei kommt dhm. Warte mal, das funktioniert nicht. Quatsch.
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Man miisste das einen hoher ansetzen. [unverstdndlich] Einen hoher. Ich glaub, hier
geht’s los. [unverstandlich] zwei x.

194 2 [vor das x]

195 S: Hm. Ich weif8 es nicht. Ahm. [Pause]. Keine Ahnung, ich finde das extrem schwer, Gra-
phen so aufzustellen.

196 I: Okay. Ahm, ja dann wiirde ich sagen, dann war's das.
197 S: Ok.

198 I: |Ja, oder hast du noch irgendeine Idee? Ist dir noch eine Idee durch den Kopf gegangen,
aber wusstest nicht, wie du sie umsetzen kénntest?

199 S: Ja genau, man kann noch x plus oder halt x minus irgendwas. Aber ich kann mir das
bildlich so schwer vorstellen.

200 I. Ok.
201 'S: Welche Auswirkungen das hat.
202 I: |[Abschluss des Gespréchs]

Forderung

In manchen Situationen wird der Wert einer Zahl (die oftmals x genannt wird, aber sie kann natiir-
lich auch anders heifien) gesucht, die eine bestimmte Bedingung oder manchmal auch mehrere
Bedingungen erfiillt. Beispiel:

Eine Bahncard 50 kostet 240 Euro (pro Jahr). Wer so eine Karte hat, zahlt nur den halben Fahr-
preis. Wie viel miisste man im Jahr fiir Bahnfahrten bezahlen, damit man mit einer Bahncard die
gleichen Kosten hat wie ohne? Die Frage ist berechtigt, denn ab diesen Kosten lohnt sich die Bahn-
card im Vergleich zum Normalpreis.

Es ist also eine ganz bestimmte Zahl gesucht, deren Wert zwar eindeutig - es gibt nur eine ein-
zige Antwort auf die Frage - aber unbekannt ist. Die Bedingung an diese Zahl ist, dass bei diesem
Fahrtpreis das Bahnfahren ohne Bahncard genauso hoch ist wie mit Bahncard.

Die Zahl kann man zum Beispiel durch Ausprobieren herausfinden. Eine Berechnung fiihrt
aber oft schneller zum Ziel. Und aufierdem wiirde sich eine Berechnung auch an geénderte Bedin-
gungen anpassen lassen.Wenn zum Beispiel der Preis fiir die Bahncard erhcht wird, miisste man
bei der Ausprobier-Methode von vorne anfangen.

Die Bedingung ist bis jetzt umgangssprachlich formuliert. Fiir die Rechnung ist es sinnvoll, sie
mathematisch zu formulieren. Oft konnen Bedingungen als Gleichung formuliert werden. In die-

sem Fall: 240+§ =x

Auf der linken Seite stehen die Kosten, die man hitte, wenn man eine Bahncard hat: Der Preis
der Bahncard und die halben Fahrtkosten. Auf der rechten Seite stehen die Kosten, die man ohne
Bahncard hitte. Gesucht ist die Zahl x, fiir die die Gleichung erfiillt ist. Links und rechts steht also
der gleiche Wert. Man kann sich die Gleichung vorstellen wie eine Waage im Gleichgewicht:

X

240|[3-]

g J
Wenn nun auf beiden Waagschalen das Gleiche durchgefiithrt wird, dndert sich nichts an der
Gleichheit: Wenn auf beiden Seiten zum Beispiel der Wert ,, 100" dazu kommt oder abgezogen
wird, ist die Waage immer noch im Gleichgewicht. Das gilt natiirlich auch fiir den Wert von x,

obwohl er noch unbekannt ist. Wenn auf beiden Seiten ,x” dazu kommt, bleibt die Waage im
Gleichgewicht. Ebenso bleibt die Waage im Gleichgewicht, wenn man beide Seiten verdoppelt
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oder verdreifacht oder halbiert. Genauso ist es bei der Gleichung: Wenn links und rechts das glei-
che gemacht wird, hat man eine neue Gleichung. Es steht wieder links und rechts der gleiche Wert.
Man sagt, die erste Gleichung wurde umgeformt. Man versucht, die Gleichung so umzuformen,
dass auf einer Seite nur noch ,,x” steht, denn dann steht auf der anderen Seite der Wert.

Fiir die Bahncard-Aufgabe zum Beispiel so:

Gleichung Waage

240+ X =x
2

[ I%II(@' |
=i

Auf beiden Seiten % abziehen

240==
2

| 240 ;@. 5
==

beide Seiten verdoppeln
480=x

480 X

Die Bahncard lohnt sich also, wenn man im Jahr mindestens 480 Euro fiir Bahnfahrten ausgibt.

Aufgaben:

1. Lies den obigen Text. Kannst du alles nachvollziehen? Versuche, offene Fragen zu kldren.

2. Beschreibe noch einmal mit eigenen Worten, warum auf den beiden Seiten einer Gleichung
dasselbe gemacht werden muss, um die Gleichung zu l6sen.

3. Die Bahncard 25 kostet 59 Euro. Wer so eine Karte hat, zahlt nur % des Normalpreises.
Bestimme, wie viel man im Jahr mindestens fiir das Bahnfahren ausgeben miisste, damit
sich eine Bahncard 25 im Vergleich zum Normalpreis lohnt.

4. Eine Kerze ist 10cm hoch und brennt pro Stunde um 7mm ab. Wie lange dauert es, bis sie
nur noch 3cm hoch ist?

Losungen:
3 10-0,7-x =3 |+0,7 x
9+ x =x =X 10 =3+07x |-3
1 7 =0,7x |:0,7
59 =% | -4 10 —x
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Abbildung 7: Biancas Mitschrift zu Aufgabe 1

1 [Einleitung]
2 [Liest Aufgabe 1 vor.] Also wir haben die Gleichung zwei drittel x minus vier x &h gleich
vier x minus finf.
3 2 x=4x-5
3
4 Bring ich erstmal die fiinf auf die andere Seite, plus funf.
5 | +5
6 Dann haben wir zwei drittel x plus fuinf gleich vier x.
7 2 x+5=4x
3
8 Weil ich das x auch noch auf die andere Seite muss, rechne ich minus zwei Drittel x.
9 2
| —=x
3
10 Dann haben wir fiinf gleich vier x minus zwei drittel x. So wenn man jetzt wiisste, was
vier minus zwei drittel ist. Darf ich einen Taschenrechner benutzen?
11 Nee.
12 Ach, schade. Hmm. Dann haben wir vier Eintel minus zwei Drittel.
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13

14
15
16
17

18
19

20
21

22
23

24
25

26
27

28
29

30
31

=

Rechnen wir den mal drei.
| 3

Haben wir zwolf Drittel minus zwei Drittel.
12 2

3 3
Gleich zehn Drittel
_10
BE)
Fiinf gleich zehn Drittel x.
10
=3 X
Und dann rechnen wir geteilt durch zehn Drittel.
10
ey

5

Sind fiinf mal drei Zehntel wegen Multiplizieren mit 'nem Kehrbruch, gleich x.
5 3 =X
10

Und dann haben wir fiinfzehn Zehntel gleich x.

15_
10
Und das sind drei Halbe.

3

2y

2
x ist gleich drei Halbe.

Alles klar. Ja danke. Dann kannste die néchste.

X

Aufgabe 2

32
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Abbildung 8: Biancas Mitschrift zu Aufgabe 2

[Liest Aufgabe 2 vor.]
Losen wir erstmal die Klammern auf. Haben wir 4x minus 4b gleich 2x plus 6b.
4x-4b=2x+6b
Und dann rechnen wir plus 4b und minus 2x.
| +4b-2x
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37 'S¢ |Und dann haben wir 2x gleich, dhm, 10b. Und das geteilt durch 2.
38 2x =10b | :2

39 'S¢ Dann haben wir x gleich 5 b.

40 |I.  Ok. Das ging ja schnell.

Aufgabe 3
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Abbildung 9: Biancas Mitschrift zu Aufgabe 3

41 S: [Liest Aufgabe 3 vor]. Ist 'ne binomische Formel, die zweite. Dann haben wir x Quadrat
minus 2x mal fiinf. Multiplizier ich gleich aus. Plus funf hoch zwei.

42 x2-2x 5+ 52

43 |S:  Haben wir x hoch 2 minus 10x plus 25.
44 x2-10x + 25

45 |I.  Okay.

Aufgabe 4

10 - 74 f?f"@r

34

Abbildung 10: Biancas Mitschrift zu Aufgabe 4

46 |S: [Liest Aufgabe 4 vor]. Zehn Milliarden wollen wir haben, wir haben 7,1 Milliarden mal..

Hm.
47 10=71 -
48 Jedes Jahr werden es 83 mehr. Haben wir x hoch 83.

49 x5
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50 Oder andersum?

51 Streicht das soeben geschriebene wieder durch und schreibt:
83"

52 Ein Jahr hoch 83. Hm. [Pause]

53 I Spricht du laut aus, was du dabei denkst?

54 'S¢ |Okay, dhm, also x hoch 83 diirfte falsch sein, denn wenn ich das rechne, habe ich.. Ahm,
wenn man das auflésen wiirde, hitte ich nach zwei Jahren zwei mal zwei und das 83
mal. Das ist dh falsch berechnet, deswegen muss man 83 hoch x. Fiir x setzt man dann
die Anzahl der Jahre ein, die man haben méchte, und so kann man das ausrechnen. Soll
ich das noch auflosen?

55 I: |Nee, brauchste nicht aufzultsen. Okay. Warum muss das 83 hoch x sein, warum nicht
durch x oder plus x oder...?

56 S: Ahm, das ist eine Exponentialfunktion. Ich mal' mal ein bisschen. Ahm, die Weltbevélke-
rung steigt ja nicht linear, weil es jedes Jahr 83 Menschen mehr werden. Obwohl... Neh-
men wir an wenn jedes Jahr 83 Menschen, 83 Millionen Menschen mehr werden. Dann
ist es.. dhm. Und die sich auch... Das ist eigentlich falsch, weil diese 83 Millionen Men-
schen konnten ja auch... Es sterben mehr Menschen als, dh weniger als wieder geboren
werden. Wenn 83 Millionen geboren werden, dann kriegen die ja irgendwann auch Kin-
der, deswegen miisste es eigentlich exponentiell steigen. Nach der Aufgabenstellung
steigt die Bevolkerung jedes Jahr gleichmifsig, das heifit, wir hitten doch 'ne lineare
Funktion. Sagen wir hier ist, frag mich nicht, 83, und hier ist ein Jahr, dann haben wir
nach einem Jahr 83 Millionen Menschen mehr, nach zwei Jahren doppelt so viele und so
weiter.

57 Zeichnet den Graphen einer linearen Funktion.
58 'S¢ Deswegen muss das 83 mal x heifSen.
59 I. Okay.Gut. Hm. Gut, danke schon.
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Aufgabe 5
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Abbildung 11: Biancas Mitschrift zu Aufgabe 5

60 S: Ohje, ach meine Giite. [Liest Aufgabe 5 vor]. Ahm. Wir haben einmal die Formel f von x
gleich Grundgebiihr ist ein Euro plus Anzahl der Telefonate ist x mal &h zehn, &h 0,1,
weil es zehn Cent sind in Euro umgerechnet.

61 fx)=1+x0,1

62 S: | Die zweite Formel ist g von x gleich Grundgebiihr ist fiinf Euro plus x mal dh wieder
Anzahl, mal wieder Preis fiir ein Telefonat, sind 0,05 Cent.

63 g(x) =5+ x10,05

64 S: |Und dhm. Ich kann ja jetzt den Schnittpunkt ausrechnen. Bis zu der Telefon.. Minuten-

dauer ist der erste Tarif billiger und der andere der zweite. Dann setzen wir die gleich,
dann haben wir eins plus 0,1x gleich fiinf mal &h plus 0,05x.
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65
66 |S:
67
68 |S:
69
70 S
71
72 'S:
73
74 S
75
76 S:
77 L
78 S
79
80 |S:
81
82 S
83
84 S:
85
86 |S:
87
88 |S:
89 I
2 |S:

1+ 0,1x = 5+0,05x
Dann rechnen wir minus 0,05x und minus 1
| -0,05x -1
Und dann haben null komma null fiinf x gleich vier
005x=4
Dann geteilt durch null komma null fiinf
| - 0,05

Dann haben wir x gleich... [Pause] Also ich kann das nicht so gut im Kopf rechnen. Wir
haben 0,5 fiir die erste Minute. Ah also 0,5 mal eins ist 0,5. Mal zwei ist eins.
0,05
0,1
Dann hitten wir mal drei rein theoretisch 0,15.
0,15
0,2
x=0,2
OKk. Ich hoffe, die Losung ist richtig. Wenn nicht, hoffe ich, dass der Rechen.. miisste der
Rechenweg richtig sein. So, sagen wir es sind jetzt Stunden. Das heifit wir haben bei ei-
ner.. Die schneiden sich bei 0,2. Wenn wir das jetzt in Stunden angeben, haben wir.. Ist
der erste Tarif billiger, also der erste Tarif steigt steiler, geht steiler hoch als der dh zwei-
te. Wobei der zweite schon bei fiinf anfangt, weil man immer fiinf Euro. Und bis zu einer
Gesprichsdauer von 0,2 Stunden ist der erste Tarif billiger und ab einer Gesprédchsdauer
von 0,2 Stunden ist der zweite Tarif billiger.
Mhm. Kannst du das vielleicht mal ausprobieren mit zwei verschiedenen Werten? Einer,
der kleiner als 0,2 ist und einer, der grofer als 0,2 ist.
Das konnte ich mal machen. Immer diese kleinen Zahlen. Dann nehmen wir einmal mal
0,1. Dann haben wir eins plus 0,1 mal 0,1.
1+0,10,1
0,1 mal 0,1. null null eins null. Haben wir 0,01.
0101

00

,01

0,01
1.01 €
Dann haben wir 1,01 Euro. Beim zweiten haben wir dann fiinf plus 0,1 mal 0,05.
5+0,10,05

Dann haben wir null komma eins mal null komma null fiinf. null mal das ist null, null
mal ist auch null. null null. Sind fiinf. null null. Dann haben wir dhm null komma null
null fiinf.
0,10,05
00
00
005
0,005

Und dann haben wir einen Preis von 5,05 Euro.
5,005 €

Au. Hm. [Pause]

Warum ,,au”?

Ahm, ich habe ja eben gesagt, dass ich das mit Stunden eingeben will. Weil mich hat das
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eben irritiert, wenn ich fiir 'ne Gesprachsdauer von nur 0,2, weil es ist ja rein theoretisch
in Minuten angegeben. Und dhm wenn ich jetzt sage, dass der ab 0,2 Minuten die &h
zweite Tarif billiger &h billiger ist, kann das noch nicht stimmen, weil bei den Werten ist
es ja klar, dass ich bei 0,1 der erste Tarif billiger ist und bei 0,3 wird sich das nicht viel
verdndern, weil dann habe ich da 0,3 mal 0,05, das sind dann 0,015 Cent und das wéren
dann.. Ahm. 0,003, nee null Komma... 0,03 Cent, das wiren dann immer noch 1,03 Cent,
dh, Euro und das kann dann ja nicht ganz passen. Das heif$t, ich muss dieses vier geteilt
durch 0,05 falsch gerechnet haben, das miisste ndmlich viel mehr sein. Aber geteilt im
Kopf rechnen kann ich nicht.

In Ordnung, okay. Ahm.

Aber es miisste irgendwas mit. Wenn es mal 0,5 wir, wiren es acht. Glaube ich zumin-
destens. Und das wiren dann irgendwas, denke ich mal, zwischen 20 und 30 Minuten
miissten das sein. Oder mehr.

Und dein x bezeichnet jetzt was?

Ahm, die Minutendauer. Also wir haben hier bei der ersten Formel die ich aufgestellt
habe ist f von x gleich 1 fiir die Grundgebiihr plus x mal 0,1. Das 0,1 ist der Preis in Euro.
Okay, aber gerade hast du doch gesagt, das war die Stundenanzahl.

Ja, ich hab' mich eben versprochen, weil. Irgendwie. Mich hat dieses dh am Ende habe

ich gesagt hier x ist gleich 0,2. Weil 0,2 Minuten fiir mich sehr wenig sind. Deswegen war
ich irritiert und hab gesagt, das wiren Stunden.

Okay.

Aber dann ist mir eben aufgefallen, als ich das versucht hab, nochmal zu beweisen, sag
ich jetzt mal, dass das nicht sein kann. Und deswegen kann dieses Ergebnis nicht stim-

men, weil das ja auch eigentlich laut Aufgabenstellung in Minuten angegeben werden
muss.

Okay. Dann Aufgabe 6.

2l

Gih zwei beliebige Funktionen an, deren Graphen sich in dem Punkt {2 |3} schneiden.

91 L
92 |S:
93 I
94 S
95 I
9% |S:
97 L.
98 |S:
99 I
Aufgabe 6
100 |S:

fon 2 2m-A

#X’J‘ = 3?4 -3
CZ2/7%5)
7
i <o

Abbildung 12: Biancas Mitschrift zu Aufgabe 6

[Liest Aufgabe 6 vor.] Bei beiden den x-Wert von 2. Ahm. Irgendwas mal zwei muss drei
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ergeben. Och nee. Ahm. Dann einmal f von x gleich dieses 2 ist in dem Fall x, der x-Wert.
Dann haben wir zwei mal x. Das wiren in diesem Fall vier.

101 f(x) = 2x
102 |S:  Minus eins ist drei. Weil wenn ich da den y-Wert ausrechnen will, setze ich x-Wert ein
und dann habe ich den y-Wert. Dann zwei mal zwei ist vier minus eins ist drei. Dann

stimmt der.

103 -1

104 S:  Und als anderes nehmen wir dann. f von x gleich drei mal x. Das wéren in dem Fall
sechs.

105 f(x) = 3x

106 S: |minus 3

107 f(x) = 3x-3

108 |S:  Die laufen beide durch den Punkt und schneiden sich dann da auch.

109 I |Wie wiirdest du das, dhm, jemandem erklédren, der sowas noch nie gemacht hat?

110 S: |Also wie man ausrechnen kann, dass die Graphen durch den Punkt gehen?

111 I.  |Wie man auf so eine Funktion kommen kann.

112 'S:  |Also da muss man ja erstmal die Grundfunktion wissen, nehmen wir jetzt mal die ein-

fachste von der linearen. Das ist f von x gleich m mal x plus b.
113 f(x) =mx+b

114 S: b ist der y-Achsenabschnitt, m die Steigung. Und dhm diese Schreibweise gibt an, dieses
in Klammern zwei Schragstrich drei.

115 2/3)
116 S: Ahm, zwei ist immer der x-Wert, der vordere, das andere ist immer der y-Wert.
117 Xy

118 S:  |\Wie wir hier haben. f von x kann man auch y schreiben. Wenn ich.. Ist ganz klar, y ist
gleich m mal x plus b. Wenn ich x einsetze, krieg ich y raus. Und jetzt muss ich heraus-
finden, wie kann ich meine zwei als ein x einsetzen, sodass in der Funktion, dass fiir y
drei rauskommt. Und da ist es erstmal am einfachsten.. Weil es ist schwierig, 'ne Kom-
mazahl zu finden, ich weif$ gar nicht, ob's das gibt, wie viel mal zwei ist drei. Sowas
kann man schlecht herausfinden, aber man hat ja noch diesen y-Achsenabschnitt, mit
dem kann man ein bisschen plus rechnen. Deswegen konnte man erstmal schauen,
nimmt man irgendeine Zahl mal mit unserer zwei, also unserem x in dem Fall, kann
man dann x als x in die Funktion schreiben und, 4hm, dann schaut man, wie viel, minus
wie viel ist drei.

119 I.  Okay. [Abschluss des Interviews]

Nach Abschluss des Gespréchs: ,Mathe macht mir auch erst Spaf3, seitdem ich einen Taschenrech-
ner habe. Vorher war ich richtig schlecht in Mathe, ich kann kein Kopfrechnen.”

Forderung

Die Division durch 10 entspricht dem Verschieben des Kommas um eine Stelle nach links:

+ 123:10=123
Bei der Division durch 5 kann man wegen 5 = 10 : 2 die Ausgangszahl verdoppeln und dann das
Komma verschieben:

* 442:5=424 -2:10=884:10=288,4
Oft kommt man schneller zum Ziel, wenn man die Ausgangszahl sinnvoll in einfach zu dividie-
rende Summanden aufteilt:

e 1026:9=(999+27):9=999:9+27:9=111+3=114



Bianca 95

« 108:12=(120-12):12=120:12-12:12=10-1=9

e 364:7=(364:10):7=(364:7):10=((35 10+ 14):7):10=(5 -10+2):10=5+0,2=5,2
Bei der Division durch Zahlen mit Nachkommastellen ist es oft sinnvoll, zunidchst das Komma bei
beiden Zahl zu verschieben (d. h. mit 10 zu erweitern):

*+ 144:1,2=1440:12=(144 -10): 12 = (144:12) -10=12 -10=120
Aufserdem kann man auch beide Zahlen in Faktoren zerlegen und kiirzen, und die Division durch
die Faktoren nacheinander durchfiihren:

*+ 2646:42=(1323 -2):(7 -2 -3)=1323:7:3=(1200+120+3):3:7=(400+40+1):7 =

441:7=(42 -10+21):7=60+ 3 =63

Stelle dir selbst einige Ubungsaufgaben zur Division im Kopf und tiberpriife mit einem Taschen-
rechner.

Problemloseaufgaben:
1. Bestimme alle Primzahlen p, fiir die auch p* + 1 eine Primzahl ist (vgl. Noack et al. 2008, S.
24).

2. Ein Radfahrer fdahrt mit konstanter Geschwindkeit neben der Straflenbahnlinie entlang.

Alle 30 Minuten wird er von einer Bahn tiberholt und alle 20 Minuten kommt ihm eine

Bahn entgegen. In welchem Zeitabstand fahren die Bahnen? (vgl. Wenke o. J.)

Zeige das die Summe von drei aufeinander folgenden Zahlen immer durch drei teilbar ist.

4. Die Innenwinkel eines Dreiecks ergeben zusammen 180°. Wie ist es beim Viereck, Fiinfeck,
..., n-Eck?

5. Berechne die 100 000ste Ableitung von f(x) = x - cos(x).

®
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Christina

Aufgabe 1

Abbildung 13: Christinas Mitschrift zu Aufgabe 1

1 I:  [Einleitung]
S:  [Liest Aufgabe 1 vor.] Ahm, da wiirde ich jetzt halt rein, soweit ich es gelernt habe, wiir-
de ich die Variable x, wiirde ich auf eine Seite bringen wollen. Und da ich jetzt auf bei-
den Seiten erstmal das x habe, bringe ich die vier x riiber, also in dem Fall dann minus

vier Xx.
3 | -4x
4 S:  zwei Drittel. Oh. Kopfrechnen. Zwei. Minus vier x. Minus fiinf.
> % x-4x=-5
6 S: Zwei Drittel minus 4x. Das ist so eine meiner Stirken glaube ich in Mathe. Ah. [Pause]
I:  Was denkst du gerade?
8 S:  Ich tiberlege gerade, was ich machen muss. Also auf jeden Fall wiirde ich erstmal diese

vier auch erstmal in einen Bruch schreiben. Das wiren dann zwei drittel x minus vier
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
21
22
23
24

25
26
27
28

29

30

31

32

Eintel.

2 4

—x-—x=-5

31
Dann muiisste ich den Bruch umformen, also den gleichen Nenner auch benennen. Das
wir dann. Dann miisste ich mal drei rechnen, das wiren dann zwdlf Drittel x. minus

finf.

%x—Ex:—5
3 3

Ich hoffe ich machs gerade richtig. Ich weifs es gerade selber nicht. Und ja, dann kann
man halt diese beiden Terme oder Briiche subtrahieren, da sie den gleichen Nenner ha-
ben. Das wiren dann zwdlf minus, d4h zwei minus zwolf. Ahm. Minus zehn drittel x
gleich fiinf, 4h minus fiinf.
——x=-5

3

Dann, um das x halt am Ende alleine stehen zu haben, teile ich minus, dh durch minus
zehn Drittel.

_[10
3
Ah. [Pause] Ich glaube, das kriege ich nicht mehr im Kopf hin. x gleich minus fiinf
durch minus zehn Drittel.

-5
X=—

_10

3

Also das wiren, wenn ich das ausrechne, bekomme ich dann diese Variable, also die
Variable x raus. Auf jeden Fall.

Mhm. Wie wiirdest du das dann ausrechnen? Also wie, wie kdnnte man diesen Bruch
ausrechnen oder kiirzen oder wie wiirdest du das jetzt machen?

Also intuitiv ein Taschenrechner halt

Okay, ein Taschenrechner.

Weil's am einfachsten wire, vor allem in der Klausur auf jeden Fall.
Ja. Was ist die Schwierigkeit fiir dich jetzt daran?

Schwierigkeit eigentlich nicht, aber halt Briiche vor allem halt wenn es wenn, es zum
Einen eine ganze Zahl ist, in diesem Fall die fiinf und dann durch einen Bruch zu teilen.
Das finde ich ein bisschen schwieriger im Kopf zu machen.

Mhm.
Das wiirde ziemlich viele Anldufe brauchen bei mir.
Und wenn das keine ganze Zahl wire?

Also wenn das zwei Briiche wiren, glaube ich, wir's einfacher. Also ich konnte nattir-
lich das jetzt auch umformen in auch Bruch. Ob ich das dann hinkriege...

5 10
X=—=: ——
1 3
Zehn Drittel. Ah, dann nehm ich mit dem Kehrwert mal, soweit ich das noch in Erinne-
rung hab.
5 3
x=—2._2
1 10

Dann.. Ja dann wiird ich die halt die beiden addieren, die Briiche. Das waren dann fiinf-
zehn Zehntel.
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33 15
X=—
10
34 |S: Und gekiirzt. Oder, also, ob man das noch anders schreiben kénnte, wéaren das dann..
[Pause]

35 .  Was denkst du gerade?

36 |S: Ich uiberlege gerade, ob man das noch anders schreiben. Also das. Also ich wiirde das
einfach so stehen lassen jetzt. Also dann x gleich fiinfzehn Zehntel.

37 I.  Was heifst anders Schreiben?

38 |S: Ja, ob das vielleicht noch also irgendwie herausmultiplizieren kann oder kiirzen kann.
Aber irgendwie.. Theoretisch ja schon, oder? Nee. Also ich wiird's einfach stehen lassen,
ich wiird's gar nicht mehr uméndern. Weil ich jetzt gerade gar nicht wiisste, wie ich das
noch anders schreiben kénnte. Deswegen.

39 I: Okay. Danke. Dann kannst du die nédchste Aufgabe machen und wieder erst laut vorle-
sen und dann anfangen.

Aufgabe 2
Uk-Ub =Qyv e | -tx
~Uh -dr+lb | -k
~10b - -3y \ . (9)
> 10b _
&

= S_jﬂ = A

Abbildung 14: Christinas Mitschrift zu Aufgabe 2

40 'S: Die nichste Aufgabe. [Liest Aufgabe 2 vor] Ahm, dann wiirde ich glaube ich jetzt die
Klammern erstmal aufldsen, das wir am Einfachsten, denke ich mal. Dann wiirde ich
halt die vier in die erste Klammer multi... reinmultiplizieren, das wéren 4x mit 4b und
bei der zweiten wiren das dann 2x plus 6b.

41 4x -4b=2x+6b

42 'S: Dann konnte ich einfach die zusammenfassen, die beiden, d¢h, Terme, das wir dann, &h,
konnte ich die 4x riiberbringen, indem ich diese subtrahiere. Subtrahieren? Ja doch.

43 | -4x

44 'S: Und dann minus 4b gleich minus 2x plus 6b.

45 -4b=-2x+6b

46 S:  Ahm und dann konnte ich die 6b wieder riiberbringen, dann wiirde ich halt auf beiden
Seiten... Oder? Das macht aber eigentlich keinen Sinn. Jetzt bin ich gerade ein bisschen
selbst verwirrt?

47 I.  Warum bist du verwirrt?

48 |S: Ich hab gerade irgendwie nicht mehr im Kopf, wie ich das genau machen soll. Mit zwei
Variablen. Ich muss glaube ich zugeben, dass ich gerade nicht mehr weiter komme.



Christina 99

Aber...
49 I. Kein Problem

50 |S: Ahm. Nee, weil fiir mich ist es halt, aber, also, nicht die Schwierigkeit, aber bei zwei Va-
riablen bin ich meistens so ein bisschen tiberfordert. Deswegen. Hm. Also ich wiisste
glaube ich nicht auf Anhieb, was ich machen miisste. Also ich wiird's einfach jetzt, intui-
tiv wiirde ich auch sechs b riiberbringen, aber zwei Variablen auf beiden Seiten haben
ist jetzt nicht ganz sinnvoll. Jetzt glaube ich miisste ich einen neuen Weg einschlagen,
aber den miisste ich mir dann noch... Hm.

51 I Das heifit, eine Losung darf nur noch eine Variable enthalten?

52 'S¢ |Also es ist auf jeden Fall moglich, dass es halt zwei Variablen gibt, aber halt fiir mich ist
die Schwierigkeit, dass ich nicht genau weif3, wie ich damit umgehen soll im Endeffekt.
Also ich weif3 es eigentlich, aber ich hab es gerade nicht irgendwie nicht parat. Ich hab's
ziemlich oft gemacht, aber momentan ist das irgendwie raus. Schon ein bisschen ldanger
her.

53 I.  Wie wiirdest du denn jemandem erkldren, was eine Variable ist?

54 S: Also eine Variable ist halt ein bestimmter Faktor, den man halt frei, den man halt be-
stimmen kann und der auch variiert werden kann. Demnach auch ne Variable, also es
kann jede Zahl sein, jede mogliche, also jede reelle Zahl. Oder auch rationale Zahl. Also
einfach jede Zahl kdnnte es 4hm sein. Sozusagen ein Platzhalter fiir jede mogliche Zahl.
In diesem Fall sind das halt zwei. Also die Aufgabe ist ja eben nach x auflésen, dann
miisste ich ja eigentlich auch.. Ja doch, dann wiére es eigentlich richtig, wenn ich das..
Dann mach ich das jetzt einfach, dass ich die sechs b riiberbringe. Minus 6b.

55 | - 6b

56 |S: Dann wéren's dann. Minus 10b gleich minus 2x.

57 -10b =-2x
58 S:  Und dann miisste ich durch minus zwei teilen.
59 | :(-2)
60 |S: Und dann hitte ich minus 10b durch zwei gleich...
61 —10b
—
62 S:  Plus. Also positiv. 10b durch zwei gleich x.
63 Streicht das Minuszeichen durch.
64 |I. Mhm.
65 S Ja.
66 I: Kann man den Bruch noch umformen?
67 |S:  Hm. Ich bin mir jetzt nicht ganz sicher, ob ich jetzt. Weil das sind ja eigentlich zwei ver-

schiedene Zahlen. Jedenfalls 10b, den Wert kennen wir nicht. Aber bei der Multiplikati-
on, Division, glaube ich, kann man das doch uméandern. Deswegen, doch wiirde ich sa-
gen, dass das geht. Also ja, da konnte ich theoretisch auch kiirzen. Durch zwei. Dann
wadren das 5b gleich x.

68 =5b =x

69 |S: Ich hoffe, das ist richtig. Also wenn's moglich wire zu kiirzen bei der Division, dann
wiirde ich das halt kiirzen auf 5b gleich x.

70 I. Kannst du das tiberpriifen, ob man das darf oder nicht?

71 S |Also uberpriifen glaube ich. Ja, wenn ich halt fiir b einen Wert einsetze, kénnte ich es
prifen. Jetzt in dem Fall, wenn b zwei ware, zwei mal zehn sind zwanzig, durch zwei
sind zehn. Und fiinf mal zwei sind zehn. Also wiirde es passen in dem Fall.

72 1. |Okay. Alles klar dann ndchste Aufgabe.
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Aufgabe 3
-
= Sh~5% + 725
= x & 0%« 13
Abbildung 15: Christinas Mitschrift zu Aufgabe 3
73 S Ok. [Liest Aufgabe 3 vor.] Ahm, ja. Jetzt wiirde ich. Das ist. Also ich komme gerade ir-

74
75

76
77
78
79

80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

90

gendwie so, ich weif3, glaube ich, wie das geht, aber ich kann mich gerade irgendwie
nicht so darauf. Also okay. Ahm, ich kann diese Hochzahl auch ausschreiben, indem ich
einfach beide Klammern einfach multipliziere, in dem Fall x minus fiinf in Klammern
mal x minus fiinf in Klammern.
= (x-5) - (x-5)
Und dann miisste ich halt jede Zahl mal, also jede Zahl multiplizieren. Ist x mit x sind x
hoch zwei, dann minus fiinf x &hm minus finf x und plus fiinfundzwanzig
=x2-5x-5x+25
Da die 5x wegfllt.
streicht durch: -5x -5x
Also minus fuinf. Ah nee, was mach ich da eigentlich? Das war schonmal falsch. Da hab
ich zu schnell gedacht. x hoch zwei. Ist minus fiinf mal x. Ahm. 25. Ja doch. Also dann
wdren das x hoch zwei minus 10x plus 25.
=x2-10x + 25
Das wir dann dann das Endergebnis.

Mhm. Kannst du die allgemeine.. also die binomische Formel kennst du ja, ne?

Ja.

Kannst du die herleiten?

Das glaube ich nicht mehr. Das ist schon...
Wenn du es versucht?

Ich wiisste gar nicht...

Wie ging sie denn nochmal?

Die erste ist ja x hoch, dh x plus. Oder a plus b hoch zwei glaube ich war das. Die zweite
war dann halt a minus b hoch zwei, die dritte glaube ich. Ahm, da hort's schon auf. Also
ich hab's gerade nicht genau im Kopf, auf jeden Fall, also ich weifs halt, dass es halt drei
gibt auf jeden Fall und.. Ich hab zuerst bei der Aufgabe an die gedacht, aber irgendwie
kam ich gerade nicht zurecht, wie man das genau auflost, deswegen habe ich das ein-
fach mir ein bisschen erleichtert, indem ich halt die beiden Klammern einfach ausge-
schrieben habe. Das wiér fiir mich ein bisschen noch.. Also sobald die Klammern da wa-
ren, dachte ich so okay, das kenn ich doch irgendwo her. Ist es mir wieder eingefallen.
Die dritte war glaube ich auch a minus b mal a plus b, in jedem Fall. Da wiirde ndamlich
rauskommen zwei a... Egal, das ist nicht so wichtig glaube ich gerade. Ich hab das nicht
so im Kopf. Auf jeden Fall.

Okay, dann kénnen wir mit der vierten weiter machen.
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Aufgabe 4

Auf der Erde leben derzeit ungefahr 7.1 Milliarden Menschen. Jedes Jahr warden es ca. 83 Millionen
miehr, Stelle eine Gleichung auf, mit der sich bestimmen I3sst, in wie vielen Jahren die Welthevglkerung
unter dissen Bedingungean den Wert 10 Milliarden srreicht,

44 Wulhasdaa Su“mf =K
€% L doven

—
=

91

92
93
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98
99
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Abbildung 16: Christinas Mitschrift zu Aufgabe 4

Okay. Die Aufgabe vier. [Liest Aufgabe 4 vor.] Okay d4hm, da wiirde ich mir erstmal die
ganzen Werte hier rausschreiben, damit ich weifs, mit welchen ich dh rechnen muss.
Hab ich jetzt zum Teil, &h zuerst die 7,1 Milliarden Menschen als Ausgangswert.

Unterstreicht , 7,1 Milliarden Menschen” in der Aufgabenstellung
Dann habe ich hier 83 Millionen.

Unterstreicht ,83 Millionen” in der Aufgabenstellung und schreibt:
7,1 Milliarden
83 Millionen

Also das wir' dann eine Exponentialfunktion. Ahm, jetzt muss ich halt iiberlegen, wie
ich die aufstellen muss. Also zur Zeit sind das halt 7 Milliarden Menschen und diese
wachsen jedes Jahr um 83 Millionen. [Pause]. Ich glaube, das ist auch eine meine Schwié-
chen hier. Das haben wir sogar vorhin, sogar vor Kurzem in Mathe gehabt, das habe ich
auch irgendwie in der Klausur nicht ganz hingekriegt. Ahm. [Pause]. Ich habe jetzt auch
gar keinen Losungsanschlag, wie ich da vorgehen kann. 7,1 Milliarden. [Pause]

Wortiber denkst du nach?

Also ich denke halt immer noch an diesen Losungsweg halt, wie ich da vorgehen kann.
Mir fillt gerade gar nichts ein, wenn ich ehrlich bin. Deswegen wiirde ich versuchen
halt mich ein bisschen daran zu erinnern, was wir da gemacht haben damals, wie wir da
vorgegangen sind. Also es muss auf jeden Fall 10 Milliarden rauskommen, das ist das
Endergebnis. Ich mach jetzt einfach eine 10 daraus.

10 =

7 Milliarden, also 7,1 ist der Ausgangswert und dhm.

7,1

[Pause] Ich weifs es gerade gar nicht. Also. Mir fillt irgendwie nichts, nicht wirklich ein,
wie ich da jetzt vorgehen kann.
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102 I:  Lies mal nochmal die Aufgabenstellung.

103 S: |[Liest die Aufgabe vor]. Ja, die Gleichung kann ich jetzt in dem Fall wahrscheinlich
nicht aufstellen, jetzt aus dem Kopf. Ich wiirde jetzt einfach, einfach solange 83 Millio-
nen dazu addieren bis ich halt diese 10 Milliarden habe, aber das wird glaube ich eine
ziemlich kostspielige, also zeitspielige auf jeden Fall, Angelegenheit werden. Ahm. Hm.
Also auf jeden Fall mit jedem Jahr werden 83 Millionen dazu addiert. Dann ist ndmlich
die Variable das Jahr. Also Jahre gleich x in dem Fall.

104 Jahr = x
105 |S:  Jetzt muss ich halt irgendwie diese 83 Millionen, dh diesen Wert mit der x in Verbin-

dung bringen. [Pause] Also ich bin mir jetzt nicht, ganz einfach nicht sicher, ob das
wirklich eine Exponentialfunktion sein kann, aber miisste es ja theoretisch eigentlich.

106 I. Warum?

107 S:  |Ja weil es halt immer um denselben Wert steigt und das erhoht sich ja immer wieder
halt, also der Wert, der wird ja immer wieder erhoht. Der Ausgangswert. [Pause] Ich
kann's, glaube ich, gerade, gerade irgendwie nicht erkldren. Also vielleicht ist es auch
falsch, was ich gerade denke. Aber. [Pause] Hm. Irgendwie fallt mir das irgendwie gera-
de nicht ein. Aber. Jedes Jahr werden es circa 83 Millionen mehr. Gleich. Ahm. Ich bin
mir jetzt gerade nicht sicher, ob ich jetzt addieren oder multiplizieren muss, aber.. Ich
glaub, mir wiirde wiirde jetzt gerade auch gar nicht mehr einfallen, wie ich das machen
wiirde.

108 I Kann man das vielleicht auch ganz anders l6sen? Vielleicht nicht tiber eine Gleichung,
hast du vielleicht eine andere Idee?

109 S: Ja, deswegen wollte ich ja auch am Anfang halt einfach die 83 Millionen einfach immer
wieder dazurechnen, so oft bis halt, bis ich auf zehn Milliarden komme und dann die
Anzahl wie oft ich das addiert habe einfach zusammen zéhlen, aber das wére jetzt im
Kopf ziemlich schwierig oder vor allem auch schriftlich.

110 I: Okay, vielleicht fangst du mal an und dann machst du die ersten drei oder so. Und
dann kannst du ja erklédren, wie du weiter machen wiirdest.

111 'S: Mhm. Also ich wiirde jetzt diesen ersten Wert, 7,1 Milliarden Menschen, dhm 7,1 Milli-
arden, machen wir einfach mal

112 7,1 M.
113 S:  Dazu wiirde ich jetzt 83 Millionen addieren.
114 + 83 Mill.

115 'S: Ich weif8 nicht, ob man das so einfach machen kann, aber mir féllt einfach gerade nicht
ein wie. [Pause] Ich glaube, das ist im Kopf gerade ziemlich schwierig. Weil halt diese
grofien Zahlen auch, diese Milliarden und Millionen, das ist fiir mich.... Ich weifs halt
nicht, wie viele Nullen die alle haben, also wie viele Stellen meine ich jetzt. Ich hoffe
mal, dass die Million, also dass die Milliarde die Stelle nach den Millionen ist. Miisste
sie eigentlich sein. Dann wéren es halt, also dann wére es halt im darauffolgenden Jahr,
also nach einem Jahr wachsen 83 Millionen zu, wiren es im nichsten Jahr 7 Milliarden
ungeféhr, also 7,9 Milliarden wéren's dann.

116 =7,9 MilL.
117 S:  |Im darauf folgenden Jahr wieder plus 83 Millionen.
118 + 83 Mill.

119 'S: Ahm. Dann wiren es dann. 8,7. Oder mehr als 8,7 auf jeden Fall Milliarden.
120 =8,7
121 |S: Das wiirde ich halt so weiter fithren, bis ich irgendwann auf die 10 komme.

122 . Okay, dann kénnen wir Aufgabe 5 machen.
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Aufgabe 5

123 S:

124

125 |S:
126

127 S:
128 Ik
129 S:
130 L
131 |S:
132 L
133 S:
134 L.
135 S
136

137 S:

Toek 4 Taok 2
=1€ + ADx 5S¢ £ 8K =

23 Toge

Abbildung 17: Christinas Mitschrift zu Aufgabe 5

Mhm. [Liest Aufgabe 5 vor]. Okay. Dann muss ich ja tiberlegen, wie ich vorgehen soll.
Ahm. Also die Grundgebiihr hab ich auf jeden Fall erstmal bei Tarif 1. Besteht bei 1
Euro als Grundgebiihr. Da bezahl ich pro Minute zehn Cent. Ahm.

Tarif 1
=1€+10x

Fiir welche monatliche Gespriachsdauer. Monatliche Gespréachsdauer. Jetzt wollen die
halt pro Monat wissen. Ein Monat waren dann sagen wir mal 28 Tage.

28 Tage

28 Tage d&hm in Minuten umrechnen. Erstmal in Stunden. Ah. Im Kopf. 60. Ahm. [Pau-
se]

Was machst du gerade?

Genau, also ich versuche, ich versuche jetzt die Tage. Also der Monat halt, der vorgege-
ben ist, wegen der Aufgabe fiir welche monatliche Gesprachsdauer, versuche ich in
Stunden umzurechnen und dann halt in Minuten. Damit ich halt weifs, wie viel er halt

fiir... Aber das ist ja auch nicht ganz realisitisch, weil er halt nicht den ganzen durchtele-
foniert. Monatliche Gespridchsdauer. [Pause]. Hm. [Pause].

Ist dir klar, was das Wort monatliche Gesprachsdauer bedeutet?

Ich glaube, das ist mir gerade leider nicht klar, also ich habe gerade mal tiberlegt, ob ich
das, damit auch wirklich was anfangen kann. Ich glaube nédmlich nicht.

Also gemeint ist Gesprachsdauer pro Monat, nicht dass die Gesprachsdauer ein Monat
ist.

Okay, achso.. Ich glaub, da wér ich ndmlich diesmal auch ein bisschen... [Pause] Also
ich weif$ glaube ich auch nicht, wie ich da vorgehen soll. Also ich komm da jetzt irgend-
wie nicht drauf. Kosten beim Handytarif. Also eigentlich weif3 ich, wie das geht, also ich
hab's auch gemacht, aber irgendwie féllt's mir gerade nicht mehr ein, wie ich da jetzt,
wie ich da vorgegangen bin.

Stell dir mal vor du hast dein eigenes Handy und wie wiirdest du das ausrechnen, wel-
cher fiir dich der giinstigere ist?

Ja. Ahm. Ich wiirde einfach schitzen, wie lange ich telefoniere innerhalb eines Monats.
Dann wiirde ich halt so einen ungefdhren Wert festlegen. [Pause]. Das ist halt fiir den
ersten Tarif wér's halt als Grundgebtihr ein Euro und dazu werden dann auch halt diese
zehn Cent pro Minute addiert. Also dann in dem Fall dann zehn, zehn mal x. [Pause]
Ahm. Tarif zwei. [Pause] Ahm. Wiren dann halt diese fiinf Euro plus dann eben diese 5
Cent mal x.

Tarif 2
5€+5x=

Also x halt als Variable fiir die Minuten. Da hab ich jetzt halt zwei, zwei Gleichungen.
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Die konnte ich halt vergleichen, indem ich sie gleichsetze. Aber halt, ich muss ich erst-
mal, dass beide denselben. Das sind ja erstmal nur zwei Terme. [Pause]

138 I:  Warum willst du sie gleichsetzen?

139 S: Ich weif jetzt momentan nicht so. Ahm. [Pause] Also diese beiden Ausgangs.. Also ich
weifs auf jeden Fall dass ich mit diesen Ausgangstermen halt irgendwie. Hm. [Pause]
Ich weifs jetzt irgendwie nicht, was jetzt. [Pause] Weil die sind fiir mich irgendwie noch
nicht so, nicht ganz vollstdndig. Ich hab jetzt zwei Terme, aber es fehlt halt noch, wie
soll ich sagen, ein Ergebnis, was rauskommen muss. Oder halt irgendwie, es kein Ergeb-
nis noch, hm. Ich glaub, ich bin jetzt auch ein bisschen, also stecken geblieben dabei. Ich
glaub da komm ich glaub ich gar nicht mehr jetzt.. Aufier bei den beiden Termen jetzt.
[Pause] Hm.

140 I. Wortiber denkst du nach?

141 |S: Ich versuche nur gerade meine Gedanken zu ordnen, halt mich vielleicht zu erinnern,
wo ich jetzt, oder was ich jetzt machen soll. Aber..

142 I Ja, versuch mal deinen Gedanken auszusprechen, wenn du sie denkst.

143 S: Mhm. Ja, ich versuch mich halt daran zu erinnern, also das hab ich glaube ich in der
achten Klasse mal gemacht also versucht zu berechnen, aber ich komm da gerade jetzt
nicht drauf. Ich weifs es jetzt auch gar nicht mehr, weil ich nicht weif}, was ich mit die-
sen beiden Termen anfangen soll. Also. [Pause] Hm. Nee, irgendwie ich komme da
nicht drauf.

144 I.  Willst du die ndchste Aufgabe machen?
145 'S:  Ja, wiirde ich gerne machen.
146 I |Gut. Ist die letzte.

Aufgabe 6

LEN=X
8[1“; =T

Abbildung 18: Christinas Mitschrift zu Aufgabe 6

147 |S: Okay. Ich glaube heute ist nicht so mein Tag. [Liest Aufgabe 6 vor.] Ach ganz toll.
[lacht] Ahm, da wiirde ich halt mir erst, zuerst den Punkt halt rausschreiben. In dem
Fall P zwei drei.

148 P(2]3)
149 S: Ahm also. Das sind halt eben diese, die Koordinaten. Zwei drei ist halt in dem Fall die
x... Die x-Koordinate ist halt bei zwei und y drei. Wiirde ich halt erst mir 'ne Zeichnung

anlegen, also grobe Zeichnung fiir ein Koordinatensystem. Wiirde ich halt so abschit-
zen. Hm. Nicht ganz.
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150 Zeichnet Koordinatensystem und den Punkt (2| 3).

151 S: Dann wiére hier unten zwei. Hier oben so grob gesagt drei. Dann wiirden die sich halt
hier schneiden. Wenn's dann eben jetzt sagen wir mal zwei Geraden wéren, wiirde die
eine halt durch den Ursprung verlaufen dhm.

152 Zeichnet Ursprungsgerade durch den Punkt

153 |S: Und die andere, weifs ich nicht, [Pause] wiirde irgendwie senkrecht verlaufen oder in
der Art. Kann natiirlich auch hier von der zwei aus laufen. Machen wir daraus eine
Senkrechte

154 Zeichnet lineare Funktion, die orthogonal zur ersten Funktion verlduft.

155 |S:  Und die erste, der erste Graph sei jetzt f von x und der andere ist g von x. Der erste ist
noch recht einfach, lduft durch den Ursprung und wire halt f von x, dhm, ja gleich x.

156 f(x) = x

157 S: [Pause] Ah. Ich glaub', ich bin mir jetzt glaube ich gar nicht so sicher, ob das so richtig
ist, was ich da aufschreibe. Aber miisste es eigentlich. Ja, beim zweiten halt habe ich den
Ursprung jetzt nicht. Und. Ja ist sogar noch theoretisch einfacher. Ja ich mach's mir ein-
facher, wenn ich halt daraus, wenn ich halt den anderen Graphen einfach als als Funkti-
on zweiten Grades, also als Parabel zeichne.

158 Zeichnet eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitelpunkt (2 3).

159 S:  Eine Normalparabel in dem Fall. Dann wiirde die sich aber in zwei Punkten schneiden
und nicht in einem.

160 I:  Das steht da ja nicht, dass die nicht noch andere Schnittpunkte haben diirfen.

161 |S: Achso, na gut. Ja dann, wére das hier g von x und das waren dann x hoch zwei verscho-
ben in x. Also das mit den Faktoren, das mit den Verschiebungen, glaube ich, habe ich
auch nicht ganz drauf jetzt. Ob das jetzt minus zwei ist oder. Also ich habe jetzt irgend-
was im Kopf mit also mit Klammern, aber irgendwie macht das jetzt gerade.. Wie war
das jetzt?

162 g(x)=x2-2

163 |S: Also ich denke jetzt, dass es minus 2x ist, aber ich bin mir jetzt nicht ganz sicher, ob das
so stimmt, weil das halt nach x verschoben ist also in x-Richtung, also positiv. Eine Nor-
malparabel, deswegen x hoch zwei, aber sie wurde halt verschoben. [Pause] War es
dann wahrscheinlich ein plus oder minus zwei. [Pause]. So am Ende muss ich halt,
wenn ich die beiden Gleichungen gleichsetze, miisste auf jeden Fall fiir x zwei rauskom-
men und fiir y dann eben die drei. [Pause] Ja, dann miisste ich halt noch ein bisschen
tiberlegen. [Pause] Also ich denke jetzt einfach rein intuitiv, dass ist halt minus zwei.
Dann wire halt die eine Funktion f von x gleich x und g von x gleich minus x &h x hoch
zwei minus 2

164 I. Kannst du das tiberpriifen?

165 |S: Ja, indem ich sie eben gleichsetze. Aber ich hab das Gefiihl, dass das irgendwie falsch
ist. Aber ich kann es einfach mal...

166 x=x2-2

167 |S: Ja, dann habe ich die beiden Gleichungen eben gleichgesetzt. Also x gleich x hoch zwei

minus zwei. [Pause] Kann ich.. das x hoch zwei halt riiber bringen. Das waren dann mi-
nus x hoch zwei

168 | - x?

169 'S: Hm. [Pause] Das ist irgendwie das Komische, dass ich es nicht kann. Eigentlich miisste
ich das ja konnen. Weil, also. Ich habe gerade keine Ahnung, was ich da mache. Aber
auf jeden Fall ich wiirde jetzt ungefihr jetzt. So wiirde ich da vorgehen, dass ich mir
halt eine Kurvenskizze aufbaue. Und einfach zwei Graphen einzeichne.

170 I. Okay, wenn da jetzt rauskdme, dass sie sie nicht schneiden an dem Punkt, was wiirdest
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du dann machen?

171 S: Ja halt, ich wiirde dariiber, nochmal dartiber nachdenken, ob halt §hm, den Graph, den
ich angegeben habe halt. Ich hab ja nur geschitzt, vielleicht ist es auch halt falsch ge-
schitzt und dann hab ich vielleicht den Graphen falsch benannt, dass es vielleicht gar
nicht die Funktion ist. Und dass ich vielleicht noch &h irgendwie mehr Details einbrin-
gen muss. Oder vielleicht fehlt da irgendein Wert, dann muss ich den Graph richtig be-
rechnen. Dass ich vielleicht die Steigung errechne. Und damit dann den Graphen, da-
durch ja bestimmten kann.

172 L. Okay. Hast du sowas schonmal gemacht? Sowas in der Art?

173 |S:  Jaja, das schon ja, aber ist halt verdammt lange her. Deswegen habe ich das irgendwie
nicht mehr. Das ist schon ein bisschen peinlich, dass das nicht drauf ist, aber. Also ich,
im Grundaufbau auf jeden Fall weif} ich, was ich da machen muss, also diese Grund-
strukturen. Aber halt ich habe mich damit nie so oft beschiftigt, deswegen ist das halt
so ein bisschen raus. Aber auf jeden Fall, wenn ich damit jetzt mich beschéftigen wiirde,
wiirde ich es auf jeden Fall, also wieder wissen. Komplett. [Pause] Aber da wie gesagt,
ich wiirde halt mit der Zeichnung anfangen. Das wire fiir mich halt am einfachsten. Vor
allem diesen Punkt wiirde ich erstmal eintragen. Und von da aus einfach halt Graphen
skizzieren, die dann halt in diesem Punkt verlaufen.

I:  [Abschluss des Gesprachs]

Nach dem Gesprich: , Eigentlich habe ich Mathe ziemlich gut drauf, deswegen wundere ich mich
gerade, dass ich das nicht mehr auf dem Sender habe.”

Férderung

Problemltseaufgaben wie bei Bianca.
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Dennis

Aufgabe 1

2
Tw=le-§ |16
£, -

Stox@9% |4y
7 -

e =
s
Abbildung 19: Dennis” Mitschrift zu Aufgabe 1

1 I [Einleitung]

S: |[Liest Aufgabe 1 vor.] Sowas kann ich eigentlich gar nicht. Ich wiirde da einfach versu-
chen, das x irgendwie weg zu kriegen. Weifs nicht. Vielleicht erstmal dhm zwei Drittel x
gleich 4x minus fiinf.

3 gx:4x75
3

4 S Ja, da wiirde ich vielleicht denken erstmal hier so hinten ne plus fuinf dran zu machen,
dass ich das fiinf auf die andere Seite bekommen wiirde. Irgendwie so glaube ich.

5 | +5
6 S: Ja, dann wér das fiinf. Denk ich. Oder das fiinf geht ganz weg, ich weif$ es gar nicht. So-
was kann ich echt nicht. Ahm, ja. Dann fiinf plus zwei Drittel x gleich vier, 4x, denke ich.

542 x=4x
3

8 S: Ja. Eigentlich kann ich jetzt schon aufhoren, ich weifs eigentlich nicht weiter. Vielleicht
noch plus vier jetzt.

9 | +4
10 S: Dann wiren das neun plus zwei Drittel x gleich x, denke ich mir.
1 9+ 2 X=X
3
12 S: [Pause]. Ja, irgendwie so. Weiter kann ich das jetzt nicht. Das war's eigentlich schon.
13 I: Okay. Bist du jetzt deiner Meinung nach fertig?
14 S: Nee, fertig bin ich nicht, da fehlt auf jeden Fall noch was.
15 I: Wann wirst du denn fertig?
16 S: Wenn das x alleine stehen wiirde, also wenn das x irgendwie, wenn das hier gleich x,

wenn nicht das x hier noch wire. Denke ich mir.
17 1. Okay, hast du eine Ahnung oder eine Idee, wie man da hin kommen kénnte?

18 S: Ja irgendwie minus X, aber dann wire das minus x da auch und vielleicht das noch zu-
sammen, aber das bringt mir jetzt ja auch nichts gerade. [Pause] Ich hitte es eigentlich
auch. [Pause] Ich hitte es vielleicht auch anders machen [unverstandlich], aber dann wérs
auch wieder x x hier gewesen, andersrum machen konnen. Ja. [Pause] Vielleicht. [Pause]

19 I: Okay, dhm, wenn ich jetzt nachfrage, das heifst nicht, dass es falsch ist, ich will dich nicht
verunsichern.
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20 S: Ja, istKlar.

21 I. Aber ich wiirde gerne halt wissen, was du da gemacht hast. Also erklédrst du mir nochmal
den ersten Schritt, wieso du da genau das gemacht hast? Und, dhm, ja genau.

22 S: Weil ich irgendwie eine Seite frei bekommen wollte. So dass irgendwie. Ja, ich weifs auch
nicht, ob das, ob die fuinf eigentlich weg kommt, dann weil das dann eigentlich dann null
so oder dann hierhin kommt. Manchmal ist es, keine Ahnung. Und dann wollte ich ein-
fach, dass eine Seite freier ist. So dass jetzt ein x auf jeden Fall nur noch da steht. [unver-
standlich] um alles da weg zu nehmen.

23 I Mhm. Und im zweiten Schritt?

24 S: Jaim zweiten Schritt hab ich auch wieder versucht, die vier da wegzukriegen.

25 I. Okay, und dann hast du. Ahm. Warum jetzt. Warum hast du plus vier gerechnet, warum
hast du nicht zum Beispiel minus vier gerechnet oder mal vier?

26 S: Weifs ich gar nicht, stimmt. Minus vier. Stimmt. Eigentlich hétte ich minus vier, weil es ja
plus vier ist, denke ich mir jetzt gerade. Stimmt. [Pause] Naja. Plus. Minus vier. [Pause]
Weif$ ich nicht. Plus kommt dann. Weif3 ich nicht. Dachte ich mir einfach so.

27 1. Okay. Wenn du jemandem erkldren wiirdest, der noch nie Gleichungen gelost hat, wie
man sowas grundsatzlich macht, wie wiirdest du dem das erkldren?

28 S: Ahm [Pause]. Derjenige soll versuchen, das x irgendwie auf eine Seite des, des Gleich zu
bekommen. Und das Ergebnis, was dann da rauskommt, das ist dann x.

29 L. Okay. [Pause] Und dhm, ja. Okay. Dann machen wir mal die nédchste Aufgabe. Liest du
erst wieder laut vor?

Aufgabe 2

Y(x-b)= L (xr2b]

Yu-ybz xt 56 [+9b
4= 2% + I f@;ﬂr"zx
2x= 3%

Abbildung 20: Dennis” Mitschrift zu Aufgabe 2

30 S: [Liest Aufgabe 2 vor.] [Pause] Ja, da wiirde ich erstmal hier. [Pause] Hm.

31 4(x-b) = 2(x+3b)

32 S: Ja, da wiirde ich vielleicht erstmal die Klammer auflosen. Also vier mal x, vier mal b, ir-
gendwie sowas. Dann 2 mal x plus, dh 2x und zwei mal 3b. Aber dann wiisste ich auch
nicht weiter.

33 I. Versuch mal erstmal so weit, wie du kommst.

34 S: [Pause] Da wiirde ich jetzt zwei mal 3b, wiirde ich denken. Fiinf b vielleicht. Weifs ich
nicht genau. So wir das dann bei mir.

35 4x - 4b =2x + 5b

36 I: Wie genau hast du das gemacht?

37 S: Ja, vier mal x, vier X, vier mal b, vier b. Denk ich mir, weif$ ich nicht genau. Zwei mal x, 2x
und zwei mal 3b, 5b.

38 I: Was ist dein Ziel? Wie miisste dein Ergebnis ungefdhr aussehen? Oder wann warst du
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wieder fertig?

39 S: Dass ich erstmal die b's zusammen fiihre und dann die zwei x zusammen fiihre oder so
ungefdhr und dann weiter rechne, denke ich mir. [Pause] Das zum Beispiel 9b wire und
6x oder ja. [Pause]

40 1. Mach erstmal weiter wie du meinst.

41 S: [Pause] Dann wiirde ich wieder plus 4b rechnen.
42 | +4b

43 I. Dann kommt 4x gleich 2x plus 9b

44 4x =2x + 9b

45 |S:  Gleich. [Pause] Plus vier. [Pause]

46 | +4x

47 'S:  Aber dann steht hier gar nichts mehr. [Pause]

48 I. Was hast du denn jetzt vor? Was ist jetzt dein Ziel?

49 S: Die Zahl vor dem x wegzubekommen.

50 I: Okay. Und wenn das weg ist, dann hast du ja auf der anderen Seite auch noch ein x. Wie

wiirdest du dann da die Zahl wegkriegen?

51 |S: Vielleicht das noch dazu addieren. [Pause] Minus zwei x ist dann.

52 | -2x

53 S Hier 2x gleich [Pause] Neun b sind.

54 2x=9b

55 |S: [Pause] Weiter komm ich wieder nicht.

56 I |Was stort noch?

57 'S:  Die Zahl hier vorne. Ja, die Zahlen so. Irgendwie komme ich damit nicht zurecht gerade.

58 I. Ist das schwieriger mit b's als mit anderen Zahlen, also wenn da richtige Zahlen stehen?

59 S: Ja.

60 I. Warum?

61 S: Weil das keine Zahlen sind. Weil da jetzt mal irgendwas mal fiinf oder plus funf und 2x
das wir einfacher. [Pause] Hm.

62 1. Was bedeutet denn eigentlich 2x? Fiir jemanden, der noch nie die Schreibweise 2x gese-
hen hat.

63 Ich glaube zwei mal irgendwas oder so, ja. Das steht fiir irgendeine Zahl das x. [Pause]

65 Néchste?

66 Ja, kannst mit der nichsten weitermachen.

.o

2
X“‘S‘; ';f'.aq

Abbildung 21: Dennis” Mitschrift zu Aufgabe 3

S:

64 1. Okay.
S
I

Aufgabe 3

67 S: [Liest Aufgabe 3 vor.]
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68 I: Also gemeint ist, das ohne Klammern irgendwie zu schreiben.
69 4x2

70 |S: |[Pause] 4x hoch zwei wiirde ich mir jetzt denken.

71 I. Okay, wie kommst du darauf?

72 S: |Ja, weil hier x minus 5 und dann wiirde ich das x zu der fiinf zu tun und da vorher ein x
minus die fiinf genommen wiirde, wiirde ich sagen vier. x.

73 I Das habe ich jetzt nicht verstanden.

74 S: |Ja, weif$ nicht, da steht ein x und minus fiinf, dann denke ich mir das x minus fiinf...
75 I Vielleicht schreibst du es nochmal kleinschrittiger auf.

76 S: |Ja.x minus. Hoch zwei. [Pause]

77 I. Naja, gerade hast du im Kopf was gemacht.

78 Streicht 4x2 durch und schreibt:

(52
79 |S: [Pause] Da steht ja auch noch hoch zwei. [Pause]
80 I Ja, gerade hast du doch im Kopf was gemacht.

81 S: Ja, das war irgendwie dann ne vier. Aber dann hab ich mir gedacht, so das sind dann vier
x, weil x minus fiinf dachte ich mir jetzt. Wenn ich die x zu der fiinf zutun wiirde, wiren
das fiinf x und dann, weil da vorher x minus fiinf, wiren das vier x, so dachte ich mir das.

Ja.

82 I. Okay.

83 S: Das war auch nicht richtig, weif$ ich. [Pause]

84 I. Okay, und wie macht man jetzt weiter? Also du hast jetzt x minus 5 gleich 4x ausgerech-
net und dann hattest du dann... Jetzt noch das hoch zwei, dann kommt was raus?

85 'S Ja, genau.

86 I 4x quadrat, wie du das da oben stehen hattest?

87 |S: Ja, 4x quadrat.

88 L. Okay. Gut. Ja, Aufgabe vier bitte wieder erst laut vorlesen, bitte.

Aufgabe 4

71 140,83x

Abbildung 22: Dennis” Mitschrift zu Aufgabe 4

89 S: |[liest vor] [Pause] Also 7,1.

90 7,1
91 'S: plus acht, dh 0,83 [Pause] x vielleicht
92 + 0,83x

93 S: Also sind das die Menschen plus die Millionen, die dazu kommen und dann mal das wie
oft das dazu gerechnet werden muss, damit das zehn Milliarden ergibt.

94 1. Okay. Das ist jetzt deine Gleichung?

95 S: Ja, das wire meine Gleichung. Also sowas hab ich noch nie gemacht, also selber eine Glei-
chung aufstellen.

9 1. Okay
97 S:  Das habe ich einfach nur gerade ausgedacht
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98 I: Und wie kriege ich raus, wann das zehn Milliarden sind?

99 S: [Pause] Hm, ja mit der Gleichung kriegt man das glaube ich nicht raus. Ja, weifs ich auch
nicht. [Pause] Da habe ich keine Ahnung von.

100 I  Okay. Aufgabe fiinf. Erst bitte vorlesen.
Aufgabe 5

Die Aufgabe wurde ohne Notizen gelost.

101 S: [liest vor] [Pause] Na, ich weif$ ja nicht, wie viele Minuten er im Monat telefoniert. Oder
wie ist das? Soll ich jetzt sagen, welcher von beiden der giinstigere Tarif ist?

102 I Ja.

103 S:  Ich weifs ja nicht, wie viel die im Monat telefonieren.

104 I. Macht das einen Unterschied?

105 S: Ich denke schon. [Pause] Oder es ist beides gleich.[Pause] Denn wenn ich jetzt nur funf
Minuten im Monat telefoniere, dann ist der giinstiger [zeigt auf Tarif 1 in der Tabelle].

106 I. Tarif 1?

107 |S: Ja.

108 I. Warum?

109 S:  Weil dann, Grundgebiihr ist ein Euro und wenn der fiinf Minuten telefoniert, sind es

dann eins fiinfzig und er muss generell schon fiinf Euro zahlen am Anfang des Monats
oder am Ende des Monats. Und wenn der fiinf Minuten telefoniert, sind's dann 25 Cent,
also fiinf Euro 25 Cent.

110 I  Okay. Und wenn jemand viel telefoniert?

111 S: Wenn jemand viel telefoniert, dann wiirde ich sagen, [zeigt auf Tarif 2] der ist giinstiger.
Kommt darauf, wie viel er telefoniert. [Pause] Wenn der am Tag so fiinf Minuten telefo-
niert, dann ist der auf jeden Fall giinstiger.

112 I: Kannst du das begriinden?

113 S:  Ja, weil er fiir die Minute weniger zahlt. Er zahlt weniger fiir die Minute. Und dann. Der
muss nur. [Pause] Wenn er. [Pause] Obwohl. [Pause] Der muss vierzig Minuten telefonie-

ren und dann hat er genauso viel bezahlt wie er im Grundtarif. Er [Tarif 1] ist giinstiger.
Immer. Denk ich mir.

114 I: Nach vierzig Minuten? Oder nochmal, das hab ich nicht verstanden.

115 S:  Wenn er jetzt zehn Minuten telefoniert, hat er ja einen Euro sozusagen bezahlt.

116 I Ja.

117 S:  Ja und wenn der vierzig Minuten telefoniert, hat er jetzt insgesamt fiinf Euro. Und hat

schon vierzig Minuten telefoniert und er [Tarif 2] hat schon insgesamt fiinf Euro bezahlt,
nur damit er den Tarif hat.

118 I: Und wenn es noch mehr werden?

119 S:  Wenn es noch mehr werden? Dann miisste er ja genauso zahlen. Aber dann irgendwann,
irgendwann tiberholt er ihn. Irgendwann wird er tiberholt von dem Tarif 1. Wenn er viel
telefoniert, sagen wir mal wenn er, er auch, dann wird er iiberholt. Also jetzt hat er sieben
Euro, glaube ich und er fiinf Euro bei vierzig Minuten und er wird irgendwann tiberholt.

120 I: Kannst du rausfinden, wo?

121 S:  Bei 60 Minuten.

122 I Kannst du das begriinden? Oder tiberpriifen?
123 S: | Bei 60 Minuten ist er bei sechs Euro.
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124 1. Tarif 1?

125 'S:  Genau. Nee. Dann ist er bei 7 Euro. [Pause] Oder? [Pause] Ja klar, er telefoniert 60 Minu-
ten und hat dann sechs Euro plus den sind 7 Euro. Er bei 60 Minuten hat er sieben Euro
und er hat funf Euro plus [Pause] 3 Euro. Acht Euro. Nee, hat er immer noch nicht tiber-
holt. Bei 70. [Pause]

126 I: Was rechnest du gerade?

127 S: Ich rechne immer weiter. Also ich rechne fiir den und dann fiir den. Wann er ihn tiber-
holt. Ich denke mal so bei 10 Minuten, also bei 100 Euro sind die gleich.

128 I: Bei 100 Euro?

129 S: Ja. Glaube ich.

130 I. |Wie viele Minuten wiren das?

131 S:  Ahm, 100.

132 I. 'Wie kommst du darauf?

133 S:  Ja, habe ich mir einfach gerade so gedacht. Nein, wenn er [Tarif 1] neunzig Minuten tele-

foniert, dann hat er neun Euro und dann kommt der Euro dazu und dann sind das zehn
Euro, ja Euro. Und wenn er [Tarif 2] neunzig Minuten telefoniert, dann sind das neun
Euro fuinfzig, also er hat ihn dann schon tiberholt.

134 I.  Okay.

135 S: Ja, wenn er neun Eu..., neun Minuten telefoniert und er neun Minuten, dann hat er vier
Euro fiinfzig und er neun Euro. Da stehen. Und dann sind das 9 Euro 50 und er hat 10

Euro.
136 I:  Also ist jetzt welcher gtinstiger?
137 S:  Also bei, wenn die beiden 8 Minuten telefonieren, sind die gleich.
138 I.  8?
139 S: Ja.
140 I: Okay, wie kommst du jetzt darauf? Das versteh ich jetzt gerade nicht.
141 S: Wenn er acht Minuten telefoniert, dann kostet's fiir ihn neun Euro. Denn acht mal zehn,

zehn Cent. Acht Euro. Und dann neun, plus den Euro sind neun Euro. Und er hat fiinf
Euro und dann acht mal fiinf sind dann vier Euro und dann sind es neun Euro.

142 I:  Alles klar, okay. Gut, dann kénnen wir zur letzten Aufgabe tibergehen.
143 S:  Soll ich das noch aufschreiben?
144 I: Nee, ist alles in Ordnung. Ist ja alles aufgezeichnet worden.
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Aufgabe 6
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Abbildung 23: Dennis” Mitschrift zu Aufgabe 6

145 S:  Okay. [liest vor] Okay, das kann ich auch nicht. Okay. Funktionen angeben. [Pause] f von
x gleich

146 f(x) =

147 |S: |[Pause]

148 I: Was tiberlegst du?

149 S: [Pause] Hm. Das. Eine Funktion zu bilden. [Pause] Was ich da beachten muss, [Pause]
dass die sich da schneiden. [Pause] Kann ich nicht. Irgendwie gleich. Hm. [Pause]| Nee,
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das kann ich nicht. Tut mir leid.
150 I  Wie hast du es denn versucht gerade im Kopf?

151 S:  Ich hab versucht, ja. Ich hab mir iiberlegt wie ich das, ich weifs nicht. Das ist ganz schwie-
rig fuir mich. [Pause] Ich wiisste nichtmal, wie ich anfangen soll. Ob dann f von x gleich x
plus irgendeine Zahl, wiirde ich sagen. Aber da fillt mir keine ein. Ich kann auch, wenn
ich eine Funktion habe, kann ich die nicht in einen Graphen eintragen. Da muss ich erst,
wenn ich nur eine Funktion sehe, dann muss ich erst eine Tabelle machen und sowas.

152 I.  Okay, kannst du ja machen.

153 S:  Okay. Ich kann mir aber keine ausdenken, dass die dann darauf passt. [Pause]

154 I: Und wenn du einen Graphen hittest, was wiirdest du dann damit machen?

155 S: Wie meinst du das?

156 I:  Also du meintest, du konntest nicht einfach einen Graphen zeichnen. Warum wiirdest du

denn jetzt einen zeichnen wollen?

157 |S: |Nein, also wenn ich nen, ich konnte, wenn ich 'ne, wenn ich 'ne Funktion hitte und dann
hier einen Graphen und dann da steht, ich miisste irgendwas eintragen in den Graphen,
dann konnte ich das aus der Funktion auch nicht ablesen. Dann miisst ich quasi erst so
eine Tabelle machen immer und dann einzeln ausrechnen. Dass ich dann alles eintragen
kann, die Punkte.

158 I:  Okay.
159 S:  Sowas kann ich nicht, das ablesen. Das wurde mir irgendwann mal erklért, aber das habe
ich wieder vergessen.

160 I: Konntest du dir vielleicht einfach irgendeine Funktion ausdenken und tiberpriifen, ob die
dhm, ob die moglich ist? Also ob das eine von deinen Funktionen sein konnte, die da sich
schneidet?

161 S: [Pause] Kann ich mit Taschenrechner rechnen?

162 I: Ja, von mir aus.

163 S:  Okay. [tippt]

164 I: Aber dann sag auch bitte, was du eintippst.

165 S:  Mode und dann Tabelle, dann f von x gleich [Pause] x [Pause] irgendwas, ne? Okay. Oh.

Plus. [Pause] Minus oder Plus, das weifs ich [unverstindlich. vermutlich:] in dem Fall
nicht. Ob nun fallen oder steigen. Einfach minus [Pause] vier, so. [unverstidndlich: Tasten-
bezeichnungen am Taschenrechner]. [Pause]. Okay, dann hab ich jetzt. Darf ich auch hier
drauf malen?

166 1. [JaKklar.

167 Zeichnet ein Koordinatensystem.

168 1. Startet bei 1 und minus 3. [Pause] 1 [Pause] Minus 1, 2, 3. Mhm.
169 Zeichnet den Punkt (-3|1) ein

170 S: Oh fuck. [Pause] So, dann Start ist bei 1 und minus 3.

171 Streicht (-3 | 1) wieder durch und zeichnet den Punkt (1 |-3) ein.
172 S:  Dann 2 und minus 2.

173 Zeichnet (2 |-2) ein.

174 S: [Pause]

175 I.  Was ist jetzt das Problem?

176 S:  Wenn du jetzt hier startest. Auf der x-Achse. Auf der x-Achse 1. 1 und. [Pause] minus 3. 2
und -2. 1 und minus 3. [Pause] 3 und minus. Ja. [Pause] Dann 0 und 4. Ja das wiirde dran
vorbei gehen. Funf und eins.

177 Zeichnet die Punkte (3 |-1), (4|0) und (5|1) ein.
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178 I:  Wo miisste es denn langgehen?
179 |S: | Zwischen 2 und 3, denk ich mir.
180 I Was heifdt dazwischen?

181 |S: Hier.

182 Zeichnet den Punkt (3 | 2) ein.
183 S:  Okay.

184 S:  Zwei und drei Schnittpunkt.

185 I:  Okay, dh. Hast du jetzt vielleicht eine Idee, wie man die Funktion verbessern kénnte, da-
mit es funktioniert?

186 |S: [Pause] Zwei vielleicht.

187 I. 'Wie kommst du auf die zwei?

188 |S: |Weif3 nicht, vielleicht konnte das heiflen zwei Schritt nach da, so.
189 I. Nach links?

190 S: Genau.

191 I: Du hast wo die zwei gemacht?

192 S: fvon x. x minus zwei.

193 I: Okay.

194 S: Dann hab ich. [Pause] eins minus eins. Ist hier. Zwei null. Drei eins.

195 Zeichnet die Punkte (1|-1), (2|0) und (3|1) ein.

196 |S: Bin ich wieder dran vorbei. [Pause] Ja, das ist dann einfach x minus x null oder so. x.
[Pause] [Tippt in den Taschenrechner] Nee, auch nicht. Hier gerade aus durch jetzt. Dann.
[Pause] minus null komma fiinf. [Tippt in den Taschenrechner]. Hab ich drei und 2,5 jetzt.
Dann eins. Ja, dann hétte ich den. drei und zwei.

197 I:  Okay, alles klar. [Abschluss des Gespréchs]

Férderung

Viele Rechnungen kann man sich sparen, wenn man eine Problemstellung einmal auf eine allge-
meine Art und Weise gelost hat. Wenn man zum Beispiel einmal ganz allgemein bestimmt hat, wie
grof3 die Oberfldche einer Kugel ist, deren Radius man kennt, muss man sich das nicht fiir jede
Kugel neu tiberlegen. Manchmal ist auch die Frage nach dem Allgemeinen die eigentliche Pro-
blemstellung: Gilt diese und jene Feststellung eigentlich immer oder nur fiir bestimmte Falle? Ist es
zum Beispiel eigentlich immer so, dass eine gerade Zahl herauskommt, wenn man zwei ungerade
Zahlen addiert oder hat blof$ noch niemand die passenden Zahlen ausprobiert?

Um nicht mit ganz bestimmten Zahlen zu rechnen, sondern allgemein zu bleiben, ersetzt man
in der Rechnung die Zahlen durch Platzhalter und rechnet damit als wiren es ganz normale Zah-
len. Am Ende kann man wieder Zahlen fiir die Platzhalter einsetzen. Ublicherweise nimmt man
Buchstaben als Platzhalter. Weil sie gedndert, also variiert werden konnen, nennt man sie Variablen.
Weil sie nur Platzhalter fiir ganz normale Zahlen sind, wird mit ihnen auch ganz normal gerech-
net. Es gibt also keine speziellen Rechenregeln, die ,nur fiir Buchstaben” oder ,nur fiir Zahlen”
gelten, denn die Buchstaben stehen fiir Zahlen.

Beispiele:
1. Ein Wiirfel mit der Kantenldnge a hat die Oberfldche 6 - a2.
Zwischen Zahlen und Variablen ldsst man den Malpunkt auch manchmal weg. Man kann
also auch 6a? schreiben. Das ist aber nur eine Schreibweise und dndert an der Rechnung
nichts.
2. (a+ b)?2 =a?+ 2ab + b2 Das gilt allgemein, ganz egal, welche Werte man fiir a und b ein-
setzt.
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Auch mehrere Variablen sind moglich. Dann miissen sie aber zur Unterscheidung unter-
schiedlich bezeichnet werden, also verschiedene Buchstaben bekommen. Und wenn Zah-
len eingesetzt werden, miissen fiir gleiche Buchstaben nattirlich auch gleiche Zahlen ein-
gesetzt werden.

Aufgaben:
1. Lies den obigen Text. Kannst du alles nachvollziehen? Versuche, offene Fragen zu kldren.
2. Beschreibe noch einmal mit eigenen Worten, was Variablen sind und wozu sie gut sind.
3. Berechne die Oberflidche eines Wiirfels mit der Kantenldnge 6cm mit der obigen Formel.

Forderung zum Thema Gleichungen wie bei Adrian.
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Abbildung 24: Eduards Mitschrift zu Aufgabe 1

1 I [Einleitung]

2 S: [Liest Aufgabe 1 vor] Joa, jetzt nach x auflgsen. Ich schreib das jetzt einfach nochmal auf.
3 2 x=4x-5
3
4 S |Ja. Wiirde ich einfach plus fiinf rechnen.
5 | +5
6 S: Also dh, zwei Drittel. Auch wenn's nichts bringt [lacht]. 4x.
7 5+ 2 x=4x
3

8 S Ah. So, jetzt bring ich x auf eine Seite. Minus zwei Drittel x.
9 2

| —=x

3
10 S: Dann habe ich hier fuinf gleich. drei ein Drittel x.
1 5= 3l p
3

12 S: Denk ich mal. Sieht so aus, ja. Und jetzt durch drei ein Drittel.



Eduard 118

13 | :3l
3
14 S: Ich glaube, ich bin schon auf das falsche Ergebnis gekommen. [lacht] Weil jetzt sowas

Krummes rauskommt. Ahm. [Pause] Fiinf durch 3 ein drittel gleich x.

15 5
=~ —x

3L
3

16 S: Keine Ahnung, ob das richtig ist. Denk ich mal falsch, ne?
17 I. Okay, kann man das d&h noch anders schreiben?

18 S: Ja, da kdnnte man jetzt 'ne Dezimalzahl draus machen oder so. Also. Wiirde ich jetzt erst-
mal fiinf durch drei komma drei Periode oder irgendwie so und dann.

19 5

— =X
3,3
20 S: Ja was kommt da raus? Kommt fiinf komma fiinf Periode raus.
21 5,5=x

22 S: Wiirde ich sagen jetzt. Keine Ahnung,. Ich habe jetzt einfach. Nee, das passt auch nicht.
Das ist, das ist ja Schwachsinn. Weif$ ich auch nicht.

23 I. |Woran erkennst du, dass es ,,Schwachsinn” ist?

24 S: Ah, weil. Ich hab jetzt gerade gedacht einfach. Ach keine Ahnung, was ich gedacht habe.
Wenn jetzt hier 3,3 stehen wiirde oben, dann wir's ja, dann war's ja eins. Das macht ein-
fach keinen Sinn, was ich hier gemacht hab. [Pause] Nee, keine Ahnung. Das ist einfach
Schwachsinn. Ist das jetzt falsch?

25 I Ichsag dazu nichts.

26 S: Du sagst dazu nichts. Ich rechne es jetzt einfach nochmal.

27 2 Xx=4x—>5
3
28 S: So. Bring ich mal erst zuerst hier x riiber. So.
29 2
| —=x
3
0=4x- 2 x—5
3
30 'S: Hm. Jetzt bring ich die fiinf riiber.
31 | +5
32 S: Damit ich x auf einer Seite habe.
33 5=4x— 2 X
3

34 S: \Und jetzt verkiirze ich irgendwie das ganze. Also, da muss ich im Prinzip nur einfach.
Das bleibt ja gleich. Darf man, darf ich einen Taschenrechner haben, nein ne?

35 I: Eigentlich nicht. Was wiirdest du eintippen in den Taschenrechner?

36 |S: Vier minus zwei Drittel. Aber. [Pause] Ich denke mir, das sind drei ein Drittel. [Pause] Ja
was sonst, drei ein Drittel.

37 5= 3l X
3
38 S: Keine Ahnung.
39 I Jaokay, das hast du ja links auch schon stehen gehabt,
40 S: Weiter.
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41 I Ja, wie kommt man jetzt weiter? Jetzt durch drei ein Drittel teilen wie gerade?

42 S: |Jetzt durch drei ein Drittel teilen, genau.

43 I Und dann?

44 'S: Dann hab ich hier halt x und dann habe ich hier fiinf durch drei ein Drittel.

45 I. |Und das wiirdest du dann in den Taschenrechner eintippen?

46 S: \Und das wiirde ich jetzt in den Taschenrechner eintippen.

47 1. |Alles Klar.

48 S: Sonst wiisste ich nicht, wie ich das jetzt, mit dieser, mit diesem komischen ein Drittel da
16sen konnte.

49 I. Okay.

50 S: Interessiert mich jetzt, ob ich das richtig gemacht habe.

51 I Kannich dir hinterher mitteilen.

52 S: Okay. Auf geht’s. Kann ich weiter machen einfach, ne?

53 I. Ja, kannst mit der ndchsten Aufgabe weiter machen.

Aufgabe 2

vl (& nE‘] = ?('R +3b~>
x -4y = tx 7 ob

by = 2x kAL -2x

& 2w = A0L (A¢
ox = b

Abbildung 25: Eduards Mitschrift zu Aufgabe 2

54 S: |[Liest Aufgabe 2 vor]. Schreib ich wieder erstmal auf.

55 4 (x-b) = 2 (x+3b)

56 S: Ja, da wiirde ich jetzt einfach erstmal die Klammern auflésen. Also 4x minus 4b gleich.
57 4x -4b =
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58 S: |Also, da habe ich jetzt links die Klammer aufgelost. Dann rechts. 2x plus 6b.
59 2x + 6b

60 S: So. Jetzt wiirde ich einfach plus 4b rechnen, also hitte ich hier 4x [nédchste Zeile]. plus 4b
[Anmerkung zum Rechenschritt].

61 4x
| +4b
62 S: 4x gleich 2x plus 10b.
63 =2x +10b
64 S: Minus zwei x.
65 | -2x

66 S: Dann habe ich jetzt das x auf einer Seite und das b auch. Dann habe ich hier 2x gleich 10b.
67 2x =10b

68 S: Und durch, jetzt durch zwei teilen oder kann man auch durch zehn, ist ja egal. Und dann
hab ich hier x gleich 5b

69 x =5b
70 I Okay, und wenn du durch zehn geteilt hittest?

71 |S: Wenn ich jetzt durch zehn geteilt hitte, kann ich ja mal hier drunter machen. Ich glaube,
da kann man dieses Zeichnen verwenden, weif$ ich aber nicht.

72 e

73 |S: 10b gleich 2x.

74 2x =10b

75 |S: So, jetzt durch 10.

76 | :10

77 |S: Wire rausgekommen b gleich 2x durch zehn, also zwei durch zehn sind 0,2, ne. Denk' ich
mal.

78 02x=Db

79 |S: Also 0,2x gleich b. Ist halt andersrum.

80 I: Okay und was ist jetzt richtiger?

81 S: Istbeides richtig.

82 I Jaokay.

83 S: Aber. Ja ich denke mal, man soll nach x auflosen. Deswegen ist das hier richtig, also wiir-

de ich jetzt hier so einen Doppelstrich drunter machen.
84 unterstreicht x=5b
85 1. Alles klar, okay danke. Aufgabe 3.
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Aufgabe 3
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Abbildung 26: Eduards Mitschrift zu Aufgabe 3

86 S: [Liest Aufgabe 3 vor.] [unverstandlich] Ich wiirde jetzt immer... Ich wiirde jetzt entweder
die binomische Formel anwenden, dann kdme raus x quadrat minus, &h plus 25.
87 (x-5)?
= x2+25
88 S: Ich weifs nicht, ob man da jetzt, ja doch so. Oder ich wiird's, x minus 5. Also, wenn ich mir
jetzt nicht sicher wiére, dass es so wire, dann wiirde ich so machen. Wiirde ich einfach die
beiden Klammern aufschreiben, also das ausschreiben.

89 (x-5) (x-5)
90 S: |Das mal das, das mal das, das mal das, das mal das.
91 Verbindet die Summanden mit Strichen.

92 |S: Also x mal x ist x hoch zwei. x mal minus 5 ist minus fiinf x, 4h minux fiinf mal x ist wie-
der minus fiinf x.

93 = x2 - 5x - bx

94 S: Das verwirrt mich jetzt. Habe ich jetzt was falsch gemacht? Nee. [Pause] Und minus fiinf
mal funf ist 25.

95 +25

96 S: Ach was hab ich denn jetzt falsch gemacht? Ach, ist gar nicht die dritte binomische For-
mel. Ja, gut dass ich es nochmal ausgerechnet habe. Das ist die zweite. Und dann, &h. Also
kommt hier halt minus 25 raus, &h plus 25. So und dann haben wir gleich x hoch zwei mi-
nus zehn x, weil jetzt zwei mal fiinf mal, &h finf x. Und dann plus 25. So, das wére denk
ich auch mal bei der zweiten binomischen Formel rausgekommen.

97 I. |Okay.
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Aufgabe
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Abbildung 27: Eduards Mitschrift zu Aufgabe 4
[Liest Aufgabe 4 vor] Jetzt wiirde ich das ganze nochmal lesen [lacht], weil ich jetzt nichts

verstanden habe. Auf der Erde leben derzeit 7,1 Milliarden Menschen, okay gemerkt. Je-
des Jahr werden circa 83 Millionen mehr, okay. Stelle eine Gleichung auf, mit der sich be-
stimmen lédsst, in wie vielen Jahren die Weltbevolkerung unter diesen Bedingungen den
Wert 10 Milliarden erreicht. Also 10 Milliarden ist das Ziel, das wiirde ich mir jetzt irgend-
wie aufschreiben oder so.

10 Milliarden

7,1 Millliarden gibt es derzeit und 83 Millionen kommen jedes Jahr dazu.

7,1

Also wiirde ich einfach, nee sieben komma eins Milliarden wiirde ich erstmal als Millio-
nen schreiben, hitte ich hier siebentausendeinhundert Milliarden, 4h Millionen Menschen.
Und jedes Jahr kommen 83 dazu.

7100 Menschen 83

Also wiirde ich jetzt einfach, wiirde ich hier 'ne Funktion machen f von x. Oder so, keine
Ahnung.

f(x)
f von x gleich. Ahm. [Pause] Ja doch. [Pause] 7100 plus 83 x.
= 7100 + 83x

x ist dann die Anzahl der Jahre. Und dann einfach das gleichstellen mit... Ah. Nee, was
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hab ich jetzt gemacht? Nee doch. Zehn Mill..., dann mit 10 Millionen gleichstellen, also
7100 plus 83 x gleich 10000.

109 10000 = 7100 + 83x

110 S: Und dann wiirde ich jetzt minus 7100 rechnen.

111 | -7100

112 S: Dann hitte ich jetzt hier 2900. Gleich 83x.

113 2900 = 83x

114 S: 'Und jetzt rechne ich durch 83.

115 | :83

116 S: Hatte ich hier x gleich 2900 durch 83, keine Ahnung wie viel das ist.
117 2900 _

83
118 I. Ja, brauchst du nicht aufzurechnen. Alles klar, danke.
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Aufgabe 5

X = Qo

Abbildung 28: Eduards Mitschrift zu Aufgabe 5

119 S: [Liest Aufgabe 5 vor] Hm. Jetzt wiirde ich wieder das ganze nochmal lesen [lacht]. Die
Kosten bei einem Handytarif, blabla. [Pause] Okay, jetzt die Frage, welcher der giinstigere
Tarif fiir welche monatliche Gespriachsdauer ist. Ah. Ja, der eine Tarif 1 hat einen Euro
Grund, Tarif zwei, also Grundgebiihr, hat fiinf Euro so. Ah.

120 T1 T2
1€ 5€

121 S: Und jetzt geht es ja darum, wo man mehr telefonieren muss, damit &hm T1 teurer wird als
T2. Oh, ja. Ich wiirde jetzt einfach, ich wiirde wieder ne Gleichung machen f von x gleich
ja.

122 f(x) =

123 |S: Eins, nee machen wir einfach 100, machen wir in Cent. 100 plus 10x. Ja.
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124 100 + 10x

125 S: Und g von x, das ist dann Tarif zwei gleich 500 plus, also 500 fiir 5 Euro. 500 plus 5 x.
126 g(x) =500 + 5x

127 S: Und dann gucken wann die sich, dh einfach gleichstellen.

128 100 + 10x = 500 + 5x

129 I. 'Warum setzt du die gleich?

130 S: Ich stell die gleich, damit ich gucke, wann wann, wann die den gleichen &h Preis, Preis ha-
ben sozusagen und ab dann wird T1 teurer. [Pause] Ja. So dann. Also seh ich ja gleich,
Moment. Ich. Oder sonst noch ne Frage?

131 I: |Nee, ist okay.

132 S: Wiirde ich jetzt einfach minus 100.

133 | -100

134 S: Also 10 x gleich 400 plus 5 x. Und dann minus fiinf x

135 10x =400 + 5x | -5x

136 S: Habe ich hier 5 x gleich 400. Dann durch 5.

137 5x=400 | :5

138 S: x gleich weifs ich nicht, vierhundert durch fiinf. Pff, Junge junge, wo sind wir hier. Sind 8
denk' ich mal, dh 80.

139 x =80

140 S: Und &h, ja bei 80, bei 80 Gesprachsminuten ist, sind beide gleich, gleich &h preis-, preis-
glinstig und §hm so bei. Soll ich das jetzt, die Antwort drunterschreiben?

141 I Brauchste nicht. Kannst du auch sagen.

142 S: Und wenn, wenn ich jetzt dh. Fiir die monatliche Gespréachsdauer von unter 80 Minuten
ist Tarif 1 gtinstiger und fiir die monatliche Gespréachsdauer von tiber 80 Minuten ist Tarif
2 teurer. Nee, andersrum. Oder warte mal [Pause]. Fiir die monatliche Gesprachsdauer
von iiber 80 Minuten ist Tarif 1 teurer. Und fiir unter 80 Minuten ist Tarif 2 teurer. Und
bei 80 Minuten sind sie gleich.

143 I: Und warum ist es so 'rum und nicht anders 'rum?

144 S: Weil die, ja Tarif 1 fangt halt, da musst du... Weil weniger, umso weniger Minuten du
hast, umso weniger musst du im Prinzip bezahlen. Ah, ja im Vergleich zu Tarif zwei, weil
das 'ne hohere Grund-, 'ne hohere Grundgebiihr hat.

145 I | Okay.

146 S: |Ja weifs ich nicht.

147 I: Gut, dann konnen wir die letzte Aufgabe machen.
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Aufgabe 6

(ﬂﬁa = "i-/"r + Ak

QK +Lo

Abbildung 29: Eduards Mitschrift zu Aufgabe 6

148 S: [Liest Aufgabe 6 vor] Gib zwei beliebige Funktionen an, deren Graphen sich in dem Punkt
zwei Dirittel schneiden. So. Dann wiirde ich jetzt erstmal irgendwie, wiirde mir im Kopf
halt ein Koordinatenkreuz machen, das kann ich ja jetzt auch aufzeichnen

149 Zeichnet Koordinatensystem.

150 S: |Punkt zwei Drittel, 4h zwei drei, also zwei auf dem x, zwei und hier drei. Dann treffen die
sich hier.

151 Zeichnet (2] 3) ein.

152 S: Dann wiirde ich jetzt einfach das hier nehmen.
153 Zeichnet eine konstante Funktion y=3 ein.

154 S: Upps, war jetzt nicht so gut. Und den hier.

155 Zeichnet Ursprungsgerade durch (2 3).

156 S: Und dann gibt’s einmal f von x gleich 3. Also so.

157 f(x)=3
158 S: 'Und g von x [Pause].
159 g(x) =

160 S: Hm, muss ich jetzt. Geh ich jetzt am besten, fang ich den doch hier an.
161 Zeichnet den Punkt (-1|0) und die Funktion y=x+1 ein.
162 S: Damit ich drei Schritte, fiir jeden, fiir jeden Schritt in x-Richtung einen in y gehen kann.

Also bei minus eins fiangt der sozusagen an auf der x-Achse, oder hat der Schnittpunkt
mit der x-Achse. Und dann minus eins plus ein x.
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163 -1+1x

164 S: Und dann ist bei zwei. [Pause] Bei zwei passt es nicht. [Pause] Was hab ich denn jetzt ge-
macht? [Pause] Keine Ahnung, &h. [Pause]

165 I 'Was heifst jetzt dein minus eins davor?

166 S: Also bei minus eins, minus eins ist einfach immer, ach das ist falsch. Dann wiirde er ja
hier langgehen.

167 zeichnet Funktion y=x-1 ein.

168 S: Wiirde er ja einfach, bei zwei wiirde er bei eins sein. So. Miisste einfach bei plus eins an-
fangen, so. Plus eins. Dann wiirde er in zwei Schritten auf drei kommen. Ja.

169 ersetzt -1 durch +1

170 I: Und wenn du jetzt jemandem erkldrst, der das noch nie gemacht hat, wie wiirdest du dem
das erkldren, was, d4h wie man auf so eine Funktion kommen kann?

171 S: Ja, die erste ist ja irgendwie verstidndlich. Dass fiir jeden, fiir jeden x-Wert, den du hast,
egal welcher, kommt immer der y-Wert drei raus. Das heifSt, der Graph geht einfach tiber
die 3 auf dem y-Wert driiber. So der zweite, &h [Pause], da musst du ja gucken, dass er ja
jetzt sich mit dem in dem x-Wert zwei und y-Wert schneidet, also kann man jetzt irgend-
eine Funktion nehmen, aber ich habe jetzt die genommen, weil, weil die am einfachsten
war. Also ich hab jetzt erst geguckt, okay ich nehm jetzt einfach eine méoglichst einfache
Funktion, die dhm fiir jeden, fiir jeden Schritt, den ich in x-Richtung gehe auch einen in y-
Richtung gehe, also dh kann man da sozusagen [Pause] gucken ja. Man kann eigentlich
auch im Prinzip runterzidhlen also von dhm... Wenn man bei drei zwei steht und jetzt
einen Schritt in x minus geht, hat man hier, steht man bei x auf eins und bei y auf zwei.
Und wenn man bei, dann noch einen Schritt in minus geht, steht man bei x auf null und
bei y auf 1. Bei y. Und dann ist man ja schon an der, an der y-Achse. Und das dieses also.
Bei Funktionen hast du ja immer a x plus b oder so.

172 ax+b

173 S: Und b ist ja immer der Schnittpunkt mit der y-Achse, also kann man da ja schon plus eins
eintragen, wenn das jetzt Sinn macht, keine Ahnung. Und &h [Pause] ja, a x hatten wir ja
gesagt, dass die Steigung immer pro Schritt in x-Richtung einen in y geht, also ein x.

174 I Okay. [Abschluss des Gespréchs]

Forderung

Die Division durch einen Bruch ist das Gleiche wie die Multiplikation mit dem Kehrwert.

Zwei einfache Beispiele:
3.5.3.5.313

a C
== =x a a 2 4b ad
bd b _ b db_ b 1 _ad
= T o=xT |d € ¢ db e,y be o be
b d d d d 1
o ad =xc |:c
2 -
a-d
= o =X



Eduard 128

Gemischte Briiche wandelt man vor der Division sinnvollerweise um, z. B.
4:3124:(3+1):4:(2+1):4:224}1:2:é

3 3 3 3 3 10 10 5

Aufgaben:

1. Uberlege dir einfache Anwendungsaufgaben, bei denen fiir dich einleuchtend ist, dass die
Division durch einen Bruch das Gleiche ist wie die Multiplikation mit dem Kehrwert. Bei-
spiel: Wie viele halbe Portionen ergeben drei Ganze?

2. Beweise noch einmal allgemein, dass Division durch einen Bruch das Gleiche ist wie die
Multiplikation mit dem Kehrwert. Oben sind zwei Beweise angegeben. Die sollen aber
nicht abgeschrieben und auch nicht auswendig gelernt und dann hingeschrieben werden.
Sie sollen nachvollzogen/verstanden werden, sodass du den Beweis dann selbststandig
aufschreiben kannst.
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Florian

Aufgabe 1

Abbildung 30: Florians Mitschrift zu Aufgabe 1

1 I [Einleitung]
S: |[Liest Aufgabe 1 vor]. So, wir haben hier ein x auf beiden Seiten, das ist unschon. Deswe-
gen versuchen wir jetzt erstmal, das x auf eine Seite zu bringen. Ahm. Ich schreib erstmal
ab.

3 Zx:4x—5
3

4 S: Ichwiird' dann jetzt, ich wiird's dann so machen, dass ich minus &h [unverstdndlich] ma-
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che minus 4x.

5 | - 4x

6 S: Dann verschwindet das x auf der einen Seite, auf der anderen haben wir dhm drei ein
Drittel x, also sprich, &h. Zehn Drittel, meine ich. [Pause]
10

8 |S: |Zehn Drittel x, passt das? [Pause] Drei Drittel sind drei Ganze, ja. [Pause] Moment mal.
Drei, drei, drei Drittel ist eins. Das heifSst neun, das sind elf. [Pause] Elf Drittel, 4h. Minus.
9 11
——x
3

10 |S: [So, da bleibt &hm minus funf tibrig, das ist umgerechnet dann minus fiinfzehn Drittel.
Gemeinsamen Nenner bringen, so.

11 15 11

3 3
12 'S: Hm. Das Problem ist jetzt [Pause], wenn ich das jetzt teile, hm, [Pause], wenn ich das jetzt
teile, dann [Pause], das seltsames Ergebnis. [Pause] Nee. [Pause] Das geféllt mir nicht. Ich
versuch's nochmal.

13 Streicht alles bisher Geschriebene durch und schreibt.
2 x=4x-5
3
14 S: Mach einen anderen Ansatz. Diesmal mach ich es so, dass ich minus zwei Drittel x rech-
ne.
15 2
| —=x
3
16 |S: Dann hab ich auf der einen Seite null gleich drei ein Drittel x minus 5. Dann rechne ich
plus 5.
17 0= 3l x-5 |+5
3
18 'S: Dann sollte fiinf auf der einen, drei ein Drittel x.
19 5=3 1 X
3
20 |S: |Das geteilt durch drei ein Drittel.
21 |:3 1
3

22 |S: Jetzt ist das Ergebnis wieder schwer im Kopf zu machen. Eins, zwei Drittel, und dann ein
Drittel von fiinf. [Pause] Ahm. [Pause] Durch drei ist eins, bleibt 2 iibrig. Haben wir noch
zwei Drittel.

23 o124

3

24 'S: Und ein Drittel von fiinf. [Pause] Hm. Ist circa eins Komma, na, eins Komma, ich mach
jetzt eine 1,5. Oder sieben wéren das dann. 1,65.

25 1,65

26 S: Jetzt zusammenrechnen. [Pause] Eins plus zwei Drittel plus 1,65. Jetzt eine Dezimalzahl
machen. Zwei Drittel, das sind... [Pause]

27 x=1
28 I. ‘Wasistdie1,65?

29 'S: Ahm, das ist ein Drittel von fiinf. Ich muss ja finf noch durch ein Drittel teilen. Das ist
circa das, glaube ich. Ja miisste. Hm. Und zwei Drittel als Dezimalzahl, hm, ist. Ah. [Pau-
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se] [unverstandlich] Ein Drittel. Ja, das miissten 0,66 ungefihr sein. Wenn ich das so auf-

schreibe...
30 I +0,66+1,65
31 S: ...sind das insgesamt, wenn ich das als Dezimalzahl schreibe ist das insgesamt drei, cir-

ca, x ist gleich circa drei Komma dhm 3,31 kommt da raus.
32 |I. |Also diesen Schritt musst du mir nochmal erkldren, wo du da von dem fiinf gleich drei
ein Drittel x auf x gleich eins plus zwei drittel plus 1,65...
33 |S: |Wo, welchen jetzt?
34
35 'S: Okay. Ahm, ja wir haben ja, wir machen ja den Bruchstrich mit drei ein Drittel, wir haben

drei ein Drittel x, wollen aber nur das einzelne x. Dann miissen wir halt 4hm die fiinf
auch durch drei ein Drittel teilen.

=

Diesen hier.

36 . Mhm.

37 S: Das hab ich irgendwie so gemacht. Ich weif$ nicht.

38 I. Wie kamst du auf die einzelnen Zahlen?

39 |S: |Eine drei ist ja so in fiinf drin, dann hat man noch 2 tibrig. Diese zwei, zwei muss noch-

mal durch 3 geteilt werden. [Pause] Das kann nicht sein. Drei, nein das ist Quatsch, fallt
mir gerade auf. [Pause] Da habe ich falschrum gedacht. Die drei Drittel passt, passt ein-
mal rein und dann sind noch ein zwei Drittel iibrig, also sprich... Ja, jetzt fallts mir gerade
auf, so machen wir es anders.

40 Streicht die letzten drei Zeilen wieder durch.

41 S: Die dhm. [Pause] Die funf durch drei ein Drittel [unverstdndlich] einmal passt rein. Ein
zwei Dirittel tibrig, also sprich funf Drittel. Jetzt miissten wir tiberlegen, das sind drei ein
Drittel als Bruch sind das hatten wir gerade schon, ich glaub schon, das sind zehn, zehn
Drittel. Wenn wir noch fiinf Drittel tibrig haben, ja dann ist das ja nochmal die Hilfte, das
heif$t, x ist nicht drei Komma drei eins, sondern x ist 4hm eins komma fiinf.

42 x=15
43 |S: 'Weil wenn ich fiinf durch... Ja, weil die fiinf anderthalb mal durch drei Komma ein Drit-
tel geteilt werden kann. Obwohl, das passt nicht ganz, glaube ich. Drei. Zehn Drittel und

finf Drittel tibrig. Und wenn wir fiinf Drittel durch zehn Drittel teilen, ist das ein halb.
Doch, das passt so.

44 1. |Ahm, gut. Dann danke, dann kénnen wir mit der nichsten Aufgabe weiter machen.
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Aufgabe 2
Ly e =25 +6b =2
Zy—lub:gi] )‘Faﬁ
2x =10 b |2
x =0
Abbildung 31: Florians Mitschrift zu Aufgabe 2

45 S: [Liest Aufgabe 2 vor]. Gut, schreiben wir erstmal.

46 4(x-b)=2(x+3b)

47 'S: So, ich wiirde als Erstes die Klammern aufldsen, das machen wir dann. Vor der Klammer
steht 'ne vier, das heifst, wir multiplizieren jetzt mit vier. Haben wir erstmal 4x minus 4b
gleich [unverstdndlich] Da ist eine zwei vor der Klammer, 2x plus 6b. Hm. [Pause]

48 4x - 4b =2x + 6b

49 S: Hm. Dann. [Pause] Dann wollen wir wahrscheinlich die Variablen alle zusammen trei-
ben. Hm. [Pause] Machen wir das [unverstindlich] minus 2x.

50 | —2x

51 S: 2x minus 4b gleich 6b. Ahm.

52 2x - 4b = 6b

53 S: [Pause] Plus 4b.

54 | +4b

55 |S: |Sind 2x gleich 10b.

56 2x =10b

57 'S: Und dann teilen wir durch 2.

58 | 2

59 |S: ' Und haben x gleich 5b.

60 x =5b

61 1. Okay. Bist du mit dem Ergebnis zufrieden?

62 |S: |Ich tiberpriife nochmal, was ich da geschrieben habe. Minus zwei, dhm. Ja, bin ich.

63 1. Okay, dann machen wir die ndchste Aufgabe.
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Aufgabe 3
(x—5)
= (x~5) +(x=5)
- X e ~5x=-8y%+2F
TRESI0x 425
Abbildung 32: Florians Mitschrift zu Aufgabe 3

64 |S: |[Liest Aufgabe 3 vor]. Gut, erstmal schreiben.

65 (x-5)2

66 S: Jetzt haben wir eine Potenz, hoch zwei, also quasi wird die Klammer mit sich selbst mul-
tipliziert. Das heifit man, ich stell mir jetzt eine zweite Klammer vor, das schreibe ich
glaube ich sogar, weil es mir dann leichter fillt, zu visualisieren, oder dem Gedanken-
gang zu folgen, weil ich ja alle Elemente miteinander multiplizieren muss.

67 = (x-5) (x-5)

68 |S: |Ahm, das nichste erstmal x, x mal x. Dann haben wir erstmal x hoch zwei. Dann x mal
minus funf ist minus funf x. Dann dhm, dann. x mal x und x minus fiinf, jetzt muss noch
die minus fiinf mit x, dann haben wir wieder minus fiinf x und die minus fiinf mit der
minus funf multiplizieren, was 25 ergibt.

69 = x2-5x-5x+25

70 'S:  Jetzt fasse ich, was ich da aufgeschrieben habe zusammen zu x hoch zwei minus zehn x
plus fiinfundzwanzig.

71 =x2-10x + 25

72 I Okay, dann kénnen wir schon weitermachen.

Aufgabe 4

FTI0 83T Sk

100 8 v 219y

i
. %
:;.!f;.ﬂiqz =g

Abbildung 33: Florians Mitschrift zu Aufgabe 4
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73 'S: Damit bin ich auch zufrieden. Aufgabe vier ist eine Textaufgabe. [Liest Aufgabe 4 vor].
Les ich nochmal durch. Auf der Erde leben 7,1 Menschen. Es werden 8,3 Millionen mehr.
Stelle eine Gleichung auf. Okay. Hm. [Pause] Das ist ja das mit Wachstum. [Pause] Ich
wiirde als Erstes versuchen zu gucken, wie viel 83 Millionen von 7,1 Milliarden ist. Ahm.
Um dann spéter 'nen, 'ne Gleichung zu finden, wo man dann immer einfach den prozen-
tualen Wert draufrechnet. Hm. Okay. 7,1. Mach ich mal eins durch 0,83.

74 7,1:083=

75 S: Im Kopf. Oh. 1,6, 1,66 mal zwei sind &h 3,32, sind schon vier. Ahm. Vier Komma, dhm,
4,15 ist fiinf mal. Jetzt nochmal, nee. 1,66 nochmal drauf, dann hab ich fiinf Komma. Pff.
Das ist unglaublich schwer. Moment. 1,66, 3,32. Mal zwei das, also die acht [unverstand-
lich]. 6,64. Das passt also acht mal rein und neun mal wir zu viel.

76 I Dukannst runden auf eine ganze Zahl.

77 'S |Okay, dhm. [Pause] Jetzt bin ich wieder raus.

78 I. Entschuldigung.

79 |S: Nein, ist nicht deine Schuld. 3,32. 6,64, ist acht mal. Und dann. Hm, nochmal. Die Hilfte

nochmal nehmen, dann hitte man sieben Komma, Komma eins sieben. So, es ist irgend-
was knapp unter achteinhalb mal, ich schétze es ist circa 8,4 mal oder so. So.

80 ~8,4

81 |S: 'Was weifs ich denn jetzt? Jetzt weif$ ich, wie oft 8,3 in 1,7 reingeht. Ich mochte ja den pro-
zentualen Anteil wissen. Ah ja genau, da kann ich ja, wenn ich Prozent will, kann ich ja
hundert durch diese Zahl teilen um herauszufinden, wie viel Prozent das ist. Glaube ich.
Versuchen wir's mal.

82 100:84 =

83 'S: Ja, das sind, erstmal zehn mal, dann haben wir 84. Zehn mal, 11 mal, sind 92,4. Zwolf mal
wiéren dann 100,8. Wenn wir hundert haben. [Pause] Ahm. Das ndmlich zwolf Prozent
sind dann mehr. Hm. 11,9 circa.

84 ~11,9 %

85 S:  Ahm, so. Wir wollen, jetzt ist die Frage, wie wir auf zehn Milliarden kommen, dann wiir-
de ich jetzt dhm meinen Grundwert nehmen, 7,1 Milliarden.

86 7,1

87 |S: Ich mach das mal in kleineren Zahlen. 7,1 halt. Mal 1,12, was dann quasi 112 Prozent ent-
spricht. Hm. Und das muss ich jetzt hoch dhm, quasi die Zahl, die die die &hm, Jahres-
zahl, die Anzahl der Jahre nehmen. Ich weifs das jetzt noch nicht genau, deswegen werde
ich das einfach ausprobieren. So, fangen wir mit eins an.

88 71 -1,121

89 |S: Dann haben wir...

90 I. |Ahm, die Frage war, du solltest nur eine Gleichung aufstellen, du musst sie nicht versu-
chen zu 16sen.

91 S: Ich muss nur eine Gleichung aufstellen. Oh. Dann machen wir das anders. Dann machen
wir 7,1 mal 1,12 hoch &h t. Ist die Variable. Gleich zehn.

92 Ersetzt die 1 im Exponenten durch t und schreibt:
=10
93 |I. | Okay. Wie wiirdest du die 16sen? Also du musst sie jetzt nicht 16sen.
94 |S: Ich wiirde es ausprobieren. Ich habe, ich habe zwar am Ende des letzten Halbjahres ein

Verfahren gelernt, wo man es genau ausrechnen kann, ich weif§ das aber nicht mehr. Des-
wegen wiirde ich das ausprobieren, bis ich dann circa auf zehn bin.

95 |I. |Okay. Aufgabe 5.
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Abbildung 34: Florians Mitschrift zu Aufgabe 5

96 |S: |[Liest Aufgabe 5 vor] Gut dhm, nochmal lesen. [Pause] Okay. Ah ja. Okay. Da haben wir
einen Tarif, wo die Grundgebiihr, nee. Was ist denn hier los? Minutenpreis. Hm? [Pause]
Zehn Cent. [Pause] Scheint, einer scheint ja einfach nur teurer zu sein, als der andere.

97 I. Welcher scheint teurer zu sein?

98 'S: Ah, der. Ach nee, ach nee, ich hab's falschrum gelesen, das tut mir leid. Nein, das war

Blodsinn.
99 |I. |Was hast du denn gelesen?

100 |S: Ich hab, ich hab's so rum gelesen [zeilenweise statt spaltenweise], das ist ja Quatsch. Nee,
es ist, es ist wie ich's erwartet hab', dass einer 'ne hohere Grundgebiihr hat und dafiir
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101 I
102 S:
103
104 S:
105
106 'S:
107
108 |S:
109
110 'S:
111
112 S:
113
114 S:
115
116 S:
117
118 S:
119

dann mehr kostet, wenn man dann telefoniert, also. Ahm. So, fiir welche monatliche Ge-
sprachsdauer? Daraus ergibt sich ja, dass wenn man wenig telefoniert, dass sich dann der
mit der geringen Grundgebiihr lohnt und der, dh, und mit dem hohen Minutenpreis.
Und wenn man viel telefoniert, der mit dem niedrigen Minutenpreis. Aber ich soll hier,
‘ne dhm, ich soll hier, fiir 'ne bestimmte monatliche Gespriachsdauer das machen?

Nee, du sollst rausfinden, fiir welche es giinstig ist und fiir welche teuer. Also du hast
jetzt gesagt, fiir die einen, bei wenig Telefonieren ist es bei dem einen giinstig, bei viel Te-
lefonieren ist es bei dem anderen giinstig. Jetzt ist die Frage, dh alle Gesprachsdauern
herauszufinden, wofiir Tarif 1 giinstiger ist und wo Tarif 2 gilinstiger ist.

Achso okay, ach genau, irgendwann wird sich das ja treffen. Ahm [Pause]. Dann machen
wir jetzt erstmal 'ne Rechnung fiir Tarif 1.

Tarif 1:

Das ist dann. Da konnen wir eigentlich, da kénnen wir eigentlich 'ne Dreisatztabelle ma-
chen. Miissen wir dann machen mit Kosten und dann d4hm, hm, telefonierten Minuten.
Erstellt Tabelle mit den Spalten ,Kosten” und , tel. Minuten”.

Das ist dann bei 0 zum Beispiel, ja. Ja, ist Tarif 1, ne, also ein Euro. Ja. Ein Euro. Und dann
schon ab einer Minute ist es dann eins komma ein Euro.

Schreibt in die Tabelle:
1 |10
111

Es muss ich mal gerade tiberlegen, ich will ja rausfinden, wo die sich treffen. Hm. Dann
wiirde ich erstmal. Dann wiirde ich erstmal zum, dh, zwei Tabellen halt machen um
dann ein bisschen Vergleich zu bekommen. Das heift, ich mach jetzt einfach mal 10 tele-
fonierte Minuten, dh, da sind das schon... Ja hundert Cent sind ein Euro, also zwei Euro.

2 |10

Das lass ich erstmal so stehen und mach jetzt erstmal die nédchste Tabelle, um ungefidhres
Bild zu kriegen, in welche Richtung es geht. Also dann mach ich 'ne neue Tabelle mit Ta-
rif 2. Kosten, telefonierte Minuten.

Tarif 2

Erstellt eine zweite Tabelle mit den Spalten ,, Kosten” und , tel. Minuten”

Ahm. Ja. Hm. Ja, es beginnt bei fiinf Euro. Null und dann eins sind dann 5,05 Euro quasi.
Und bei zehn sind's 5,5 Euro.

5 |0
505 | 1
55 | 10

[unverstindlich] Dann ist es nach zehn Minuten immer noch deutlich teurer bei Tarif 2.
Und deswegen machen wir jetzt einfach mal zwanzig. Und dann haben wir wieder zehn,
ja, dann haben haben wir wieder einen Euro mehr hier.

2 | 10 [in Tabelle fiir Tarif 1]

Zwanzig haben wir hier, ja das sind. Sind nicht mehr fiinfzig Cent, sondern schon ein
Euro mehr.

6 | 20 [Tarif 2]

Das heifst nach zwanzig Minuten telefonieren ist es bei einem zwei Euro teurer gewor-
den, bei Tarif 1, beim anderen nur einen teurer, Euro teurer. Hm. Jetzt kann ich es eigent-
lich schon ausrechnen, aber ich dhm, blick's gerade nicht so. Hm. Ich glaube, ich werde es
einfach durch Ausprobieren aufschreiben... Sechs.

4 | 30 [Tarif 1]

5] 40

6 | 50
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120 S: Und dann bei dem anderen auch. Ah ja.

121 6,5 | 30 [Tarif 2]
7 | 40
75 | 50

122 'S:  Hm. Das heifit, nach... Ah ja, nach 50 Minuten ist Tarif 2 immer noch teurer, das heifit wir
gehen noch ein paar, in Zehnerschritten noch ein paar Minuten weiter.

123 7 | 60 [Tarif 1] 8 | 60 [Tarif 2]
8 | 70 85 | 70

124 |S: |Und jetzt sieht es immer noch so aus, als miissten wir weiter gehen.

125 9 | 80([Tarif 1] 9 | 80
10 | 90 95 | 90

126 S: Ja. Ahm. [Pause] Ja. Und nach 90 Minuten ist dh, nach 90 Minuten Telefonierzeit ist Tarif
1 teurer geworden, dann. Das heifst, dhm. Soll ich einen Antwortsatz noch schreiben?

127 |I.  |Nee, aber kannst du aussprechen.

128 |S: | Das heifit dhm fiir die Frage , Fiir welche monatliche Gespréchsdauer ist Tarif 1 und fuir
welche ist Tarif 2 der giinstigere Tarif?” Ah, Tarif 1 ist bis zu einer Gespréchszeit von 90
Minuten der giinstigere Tarif und dann wird's teurer.

129 I.  Okay. Genau bei 90 Minuten?

130 'S: Hm. [Pause] Ahm. [Pause] Nee, das ist nicht genau. Stimmt. Das sind wahrscheinlich 85
Minuten. Ich probiere, versuch das gerade. Das sind dann ja nicht zehn, sondern erst 9,5.
Und hier bei 85 sind es 9,25. Hm.

131 95 | 85 [Tarif1] 9,25 | 85 [Tarif 2]

132 |I. 'Woran wiirdest du es erkennen, dass es, wenn du jetzt genau den Wert da héttest, wo die
sich iiberschneiden?

133 S: 'Was wiirde ich erkennen?

134 |I. | Oder &h, du suchst doch jetzt die Minutenzahl, wo das, dhm. Nee, was suchst du fiir eine
Minutenzahl?

135 'S: Ich suche die Minutenzahl, wo es teurer wird.

136 |I. |Okay. Und woran wiirdest du das an deiner Tabelle erkennen?

137 'S: Ah, naja, ich wiirde die beiden Tabellen vergleichen und wiirde dann dh, also immer, im-
mer den gleichen Minutenwert vergleichen und wiirde dann sehen, dass es, dass sich ja,

das zeichnet sich ja ab, dass Tarif 1 erstmal billiger ist und dann ist es irgendwann nicht
mehr so im Vergleich.

138 |I. |Okay.

139 S:  Ja gut, ich soll den genauen Wert jetzt herausfinden, oder?

140 |[I. |Wenn du das noch schaffst, wir gut.

141 S: Ahm. Na, dann miissten wir jetzt. Ah. Ist immer noch 0,25 Unterschied. Ich versuch

nochmal, ein bisschen mehr ins Detail zu gehen mit 8,25. Dann haben wir namlich erst,
eins komma zw... Ja, das gibt’s ja nicht bei Euro, das heifst das miissen 9,13 hier sein.

142 925 | 825 [Tarif1] 913 | 825 [Tarif2]

143 |S: 'Hm. Das gleicht sich noch mehr an. [Pause] Hm. Aber ich mochte, wenn ich jetzt noch
einen weiter gehe.

144 913 | 8125 [Tarif1]

145 'S: | Tarif 2. Hm. Die Hilfte nochmal, 1,25 die Hilfte von 1,25 ist 6, d4h 0,625, das heif3t. Nee,
Moment, das sind dann. Ah das ist dann 6.

146 907 | 8125 [Tarif2]

147 |S: | Das miissten dann. [Pause] Ja. Den genauen Wert krieg ich dann wohl nicht mehr.
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148 1. Okay, dann konnen wir mit der néchsten Aufgabe weiter machen.

Aufgabe 6
X ¥
Gib zwil beliebige Funktionen an, derer Graphen sich in dem Punkt (2 | 5) schneiden,
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Abbildung 35: Florians Mitschrift zu Aufgabe 6

149 S:  Okay. [Liest Aufgabe 6 vor]. Hm. Zugegebenermafien, das ist mir immer schwer gefallen.
Mit Graphen. Hm. [Pause] [unverstdndlich] Die miissten das beiden beinhalten. Diesen
Punkt zwei drei. Das heifit ja, dass wenn x, der x-Wert zwei ist, muss der y-Wert drei
sein.

150 Schreibt iiber (2| 3) in der Aufgabenstellung:
Xy

151 |S: ' Hm. [Pause] Wenn die Graphen sich schneiden miissen, dann miissen, ja dann muss die-
ser Punkt in beiden Funktionen vorkommen. Ahm. Ja gut. Okay, ich werde erstmal eine
aufstellen und gucken.

152 Funktion 1:

153 |S: | Die erste Funktion wire dann, das wire dann f von x gleich 1,5x wiirde ich sagen.

154 F(x) =1,5x
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155 |S: |Weil wenn man dann da den Wert zwei angibt, dann ist das Ergebnis drei. Und das passt
dann ja. Nur jetzt die zweite. [Pause] Hm. [Pause] Hm.[Pause] [unverstandlich]

156 Funktion 2:

157 S:  Hm. [Pause] Nein, das klappt nicht. Also ich dachte gerade an etwas mit, dh, das man
das auf den negativen Wert bringt und dann, obwohl, ich versuche das mal. f von x
gleich, dhm, x, und eine Klammer. In der Klammer steht x minus 5. Und dann aufierhalb
der Klammer mal minus 1.

158 F(x) = (x-5) (-1)

159 |S: ' Dann miisste ja, wenn man da zwei einsetzt, dann, ja dann miisste da minus drei raus-
kommen und dann weil ich nochmal mal mi... §h mal minus eins habe, ist das dann drei.
Das heifit, wenn man x eingibt, ist wieder der Wert drei. Das heift, diese miissten sich
glaube ich am Punkt zwei drei schneiden, diese beiden Funktionen. Also f von x gleich
1,5x und f von x gleich Klammer auf x minus 5 Klammer zu mal minus eins.

160 I.  Okay, kannst du die grob skizzieren?

161 |S: | Grob skizzieren, oh. Ahm, ich kann es versuchen, aber das ist wirklich schwer fiir mich.
Dann machen wir erstmal ein Koordinatensystem hier.

162 Zeichnet Koordinatensystem.

163 S: [unverstindlich] Moment mal. Ahm. [Pause] Ich muss gerade iiberlegen. [Pause] Ich
muss gerade {iberlegen, was, was nochmal in der allgemeinen Form, &h, was angibt.

164 |I. |In welcher allgemeinen Form?

165 'S: Ah in der, wie heifit das, in der allgemeinen Gleichung. Ich meine, das war m x plus b,
wo m die Steigung ist, x der x-Wert und b der y-Achsenabschnitt, meine ich.

166 mx +b
Steigung y-achsenabschnitt
167 |S: |So, das wiirde ja heifsen, bei der ersten, dann wéren 1,5, 1,5 vor dem x. Das heifst, dhm,

die Steigung ist 1,5. Hm, ich fiirchte, ich kann das nicht kompetent machen mit dem Skiz-
zieren. Also das sind alles so Ansitze, aber irgendwie krieg ich da keinen, glaube ich.

168 |I.  Okay. [Abschluss des Gesprachs]

Forderung

In den Geogebra-Dateien ist jeweils eine Funktionsgleichung angegeben und der dazugehorige
Graph eingezeichnet. Die Funktionen enthalten jeweils zwei Parameter, die mit Schiebereglern ver-
dndert werden konnen.

Uberlege, wie sich der Graph verandert, wenn du den Wert der Parameter an den Schiebereg-
lern einstellst. Verschiebt sich der Graph nach oben oder nach unten? Verschiebt sich der Graph
nach links oder nach rechts? Wird der Graph in x- oder y-Richtung gestreckt? Und so weiter.

Versuche zunichst, die Aufgabe ohne Hilfsmittel zu beantworten. Wenn das nicht gelingt,
kannst du z. B. eine Wertetabelle anfertigen. Benutze erst dann die Schieberegler und vergleiche,
ob deine Vorhersage richtig war. Wenn nicht: Versuche nachzuvollziehen, warum sich der Graph
auf die Weise dndert, wie er es tut. Worin lag der Fehler bei deiner Uberlegung?

Die eingezeichneten Funktionen sind:
o f(x)=ax+tb
« f(x)=ax2+b
*  f(x)=a(x-b)?
o f(x)=-(x+a)2+b
«  f(x)=a(x-b)2+Db
*  f(x) =a-sin(x+b)
*  f(x) =sin(a x)+b
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